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Integral de Henstock-Kurzweil

Resumen

Este trabajo estudia la integral de Henstock-Kurzweil, una generalizacion de la integral
de Riemann que permite integrar una clase mas amplia de funciones, incluyendo aquellas
no integrables en el sentido de Lebesgue. Comenzamos presentando la motivacion que dio
lugar a esta teoria, su construccion formal mediante particiones etiquetadas adaptadas a
funciones calibre, y las propiedades bésicas que la rigen. Finalizamos el primer capitulo
con una versién del Teorema Fundamental del Cdlculo valida en este contexto.

A continuacion, se exploraran las relaciones entre la integral de Henstock-Kurzweil y la
integral de Lebesgue. En particular, se introduce el Lema de Saks-Henstock y se analizan
las propiedades de la primitiva de una funciéon integrable en el sentido de Henstock.
Se estudiara en detalle como ambas integrales coinciden en muchos casos, aunque la de
Henstock-Kurzweil resulta ser estrictamente més general. Ademas, se analiza su capacidad
para tratar integrales impropias de manera mas flexible que la teoria clésica.

En la tercera parte del trabajo se presentan varios teoremas de convergencia (uniforme,
monotona, dominada) y el comportamiento de sucesiones de funciones tipo P-Cauchy, lo
cual permite establecer criterios de convergencia en el contexto de esta teoria integral mas
general. Finalmente, se aborda una caracterizacion precisa de la integral de Henstock-
Kurzweil, para lo cual se introducen las clases de funciones ACs y ACGj.

Palabras clave: Integral de Henstock-Kurzweil, Integral de Riemann, Integral de

Lebesgue, Particiones etiquetadas, Calibre, Teorema Fundamental del Célculo, Lema de
Saks-Henstock, Funciones ACs vy ACGy
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Henstock-Kurzweil integral

Abstract

This work studies the Henstock-Kurzweil integral, a generalization of the Riemann
integral that allows for the integration of a broader class of functions, including those
that are not integrable in the sense of Lebesgue. We begin by presenting the motivation
that led to the development of this theory, its formal construction via tagged partitions
adapted to gauge functions, and the basic properties that govern it. We conclude the first
chapter with a version of the Fundamental Theorem of Calculus that holds within this
framework.

Next, we explore the relationships between the Henstock-Kurzweil integral and the
Lebesgue integral. In particular, we introduce the Saks-Henstock Lemma and analyze
the properties of the primitive of a Henstock-integrable function. We examine in detail
how both integrals coincide in many cases, although the Henstock-Kurzweil integral turns
out to be strictly more general. Furthermore, we discuss its ability to handle improper
integrals more flexibly than the classical theory.

In the third part of the work, we present several convergence theorems (uniform,
monotone, dominated) and the behavior of sequences of functions of the P-Cauchy type,
which allows us to establish convergence criteria within the context of this more general
integral theory. Finally, we provide a precise characterization of the Henstock-Kurzweil
integral, for which we introduce the function classes ACs; and ACGj.

Keywords: Henstock—Kurzweil integral, Riemann integral, Lebesgue integral, Tagged
partitions, Gauge, Fundamental Theorem of Calculus, Saks—Henstock lemma, ACs and
ACGs functions
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Introduccion

A comienzos del siglo XX, el matematico francés Henri Léon Lebesgue introdujo una
nueva teoria de la integracion que respondia a las crecientes necesidades del andlisis ma-
teméatico, ampliando significativamente el alcance de la integral de Riemann. La integral
de Lebesgue permitié integrar funciones mas generales, como la célebre funcién de Diri-
chlet, y facilito la formulacion y demostracion de teoremas importantes, como aquellos
que establecen condiciones para intercambiar el limite con la integral. A lo largo del siglo
XX, la integral de Lebesgue se convirtié en una herramienta fundamental, desplazando
en gran medida el uso de la integral de Riemann en el andlisis avanzado.

La construccién de la integral de Lebesgue, sin embargo, es considerablemente mas
compleja que la de Riemann. Requiere primero desarrollar la teoria de la medida, defi-
niendo qué es una medida y estableciendo una sobre los conjuntos de Borel de la recta
real, para luego emplearla en la construccion de la integral. Aunque esta elaboracion es
poderosa y general, es también mas laboriosa que la definicién directa de la integral de
Riemann.

A pesar de sus ventajas, la integral de Lebesgue presenta limitaciones. Por ejemplo, su
naturaleza es absolutamente integrable: una funcion f es integrable en el sentido de Le-
besgue si y solo si | f| también lo es. Este requisito excluye algunas funciones y aplicaciones
interesantes. Ademas, la integral de Lebesgue no se relaciona de manera sencilla con la
derivabilidad: para que el Teorema Fundamental del Calculo se cumpla de forma directa,
es necesario restringirse a funciones mondtonas, de variacion acotada u otras condiciones
especiales.

Para abordar estas limitaciones, surgieron otras teorias de integracion, como las in-
tegrales de Denjoy y Perron, que amplian el marco de integrabilidad y que se basan en
enfoques conceptualmente distintos. Sin embargo, sus construcciones son algo mas técni-
cas y menos intuitivas.

En este contexto, los matematicos Henstock y Kurzweil introdujeron una integral que
supera las limitaciones de la integral de Lebesgue en el manejo de la diferenciacién y los
requisitos de integrabilidad absoluta. La integral de Henstock-Kurzweil es notable por su
definicion mas sencilla y directa que las de Denjoy y Perron, y por su elegancia conceptual,
ya que recupera la idea intuitiva de particiones de la integral de Riemann, a la vez que
extiende significativamente su alcance.
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Capitulo 1

Integral de Henstock

1. Motivacion

Tradicionalmente, las dos grandes construcciones del concepto de integral en analisis
real han sido la integral de Riemann y la integral de Lebesgue. La primera se basa en
una intuicion geométrica clara: la suma de areas bajo la curva. Sin embargo, sus limita-
ciones se hacen patentes cuando se trabaja con funciones que presentan discontinuidades
no acotadas o comportamientos oscilatorios intensos. La segunda, en cambio, amplia con-
siderablemente el alcance integrable al apoyarse en la teoria de la medida, permitiendo
el tratamiento adecuado de funciones mas generales y asegurando excelentes propiedades
de convergencia. No obstante, su construccién es bastante mas técnica, y en ciertos casos
no responde de forma satisfactoria a situaciones analiticamente naturales.

Por ejemplo, existen funciones derivables cuya derivada no es integrable en el sentido
de Lebesgue. Consideremos la funcion

Flz) = 22 sin (%2) s% x # 0,
0 six=0.
Es inmediato comprobar que F' es diferenciable en todo R, pero su derivada, dada por
F(z) = 2z sin (&) — 2 cos (%) s? x #0,
0 six =0,

cuya gréfica se puede ver en la Figura 1.1, no pertenece a L'([a,b]) en ningin intervalo
que contenga el 0. Esto resulta paraddjico si consideramos que la derivada aparece como
el objeto integrando “natural” en el Teorema Fundamental del Célculo.

200
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Figura 1.1: Funcién derivada F'(z) = 2zsin (Z5) — 2 cos (5)
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Otro ejemplo revelador es el de funciones como f(z) = Sinxﬂ, cuya integral impropia
sobre R converge en el sentido de Riemann impropio (y se puede calcular como m mediante
herramientas de anélisis complejo), pero cuyo valor absoluto no es integrable en el sentido

de Lebesgue:
I

Estas situaciones ponen de manifiesto que, si bien la integral de Lebesgue es una gene-
ralizacién poderosa de la de Riemann, presenta deficiencias a la hora de integrar funciones
que deberian considerarse “naturales” desde el punto de vista del andlisis. Ademas, con-
ceptos clasicos como el cambio de variable o la integracién por partes, cuya prueba en el
contexto de Riemann es sencilla y directa, requieren formulaciones méas complejas bajo el
enfoque de Lebesgue.

Frente a esta problematica, surge la integral de Henstock-Kurzweil como una alter-
nativa que subsana varias de estas limitaciones sin recurrir a la teoria de la medida.
Su definiciéon se apoya en una refinacion del criterio de particién de Riemann, usando
funciones de control o calibres que permiten adaptar el tamano de los subintervalos al
comportamiento local de la funcién integrando. El resultado es una teoria de integracion
méas general que la de Lebesgue y, sin embargo, construida sobre una base mas elemental
y flexible.

Este enfoque permite integrar toda funcién derivada (aunque su derivada no sea inte-
grable Lebesgue), asi como ciertas integrales impropias no definibles en el sentido clésico.
Por tanto, la integral de Henstock-Kurzweil ofrece un marco tedrico més potente y més
cercano al espiritu original del calculo, lo que motiva su estudio. Sin embargo, a pesar
de las limitaciones de la integral de Lebesgue, hay que reconocer que esta funciona en
contextos mucho mas generales que la de Henstock-Kurzweil.

sin(x)

dr = oo.
T

2. Construccién de la integral

Para la construccion de la integral de Henstock-Kurzweil sera necesario presentar una
serie de conceptos basicos. Las definiciones han sido extraidas principalmente del libro The
integrals of Lebesgue, Denjoy, Perron, and Henstock [5], aunque para una mejor claridad,
se ha adoptado notacién de la integral de Riemann de Calculus [9)].

Definicién 1.1 (Calibre). Sea I = [a,b] un intervalo, un calibre § en I es una funcion
d:1— (0,00), es decir, una funcion positiva definida en todo punto x € I.

Es relevante destacar que la funcién 4 no es necesariamente continua ni acotada, ni
tan siquiera medible, aunque puede probarse que exigir medibilidad da lugar a la misma
integral. En general, puede tratarse de una funcién que no sea facil de manejar. Més
adelante veremos que, al igual que en la integral de Riemann, la estrategia para calcular
la integral de Henstock-Kurzweil sera encontrar un calibre adecuado, donde su papel sera
el de controlar el tamano de los subintervalos en las particiones que utilizaremos para
definir la integral.

Definicién 1.2 (Intervalo etiquetado subordinado). Sea [a,b] un intervalo real. Un in-
tervalo etiquetado es un par (&, [c,d]) donde [c,d] C [a,b] y & € [c,d] es la etiqueta del
intervalo.
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Diremos que (&, [c,d]) es subordinado a un calibre § (o0 es d-fino) si se cumple

[e,d] € (€ —0(£),&+0(8))-
Obsérvese que si el intervalo etiquetado (&, [¢, d]) es subordinado a ¢ ha de estar con-

tenido en un intervalo centrado en la etiqueta y de radio §(¢£). Al conjunto de intervalos
etiquetados no superpuestos lo llamaremos P.

Definicién 1.3 (Particién etiquetada subordinada). Sea 6 un calibre en el intervalo I.
Una particion etiquetada P = {(&;, [ti, tiv1]) : 0 < i < n} es una coleccion de intervalos
etiquetados no superpuestos de I, donde los subintervalos [t;,t;11] son disjuntos dos a
dos salvo en los extremos, de forma que dicha particion cubre a todo I, es decir, I =
Uy [ti, tita]. Se dice que la particion etiquetada P es subordinada a § (o 6-fina) si cada
uno de los subintervalos de la particion es subordinado a §.

Como consecuencia de esta definicion:

1. Los puntos &; son las etiquetas de la particién P y los intervalos {[t;, t;11]} son los
intervalos de P.

2. Si (&, [ti, tiv1]) es subordinado a § para todo i € {1,2...}, entonces diremos que P
es subordinada a 9.

3. Sea E C [a,b]. Si P es particion etiquetada subordinada a § y & € E, entonces
diremos que P es particion etiquetada E-subordinada a 9.

Si ¢ es constante, la coleccién de particiones etiquetadas coincide con la usada en
la definicion de la integral de Riemann. La esencia de la integral de Henstock-Kurzweil
radica en cémo definimos las funciones calibre.

Ejemplo 1.4. Consideremos el intervalo [0, 1], sobre el cual vamos a construir diferentes
particiones etiquetadas subordinadas a un calibre. Consideremos el calibre 6(x) = 0.125+-¢,
siendo € > 0 y la particion

P = {(0.125, [0, 0.25]), (0.375, [0.25, 0.5]), (0.625, [0.5, 0.75]), (0.875, [0.75, 1]) }

No es dificil comprobar que dicha particion es subordinada a 6. De hecho, este tipo de

calibres da lugar a particiones como las que se usan para la integral de Riemann, como se
puede ver en la Figura[1.3

s [0.00,0.25], §o=0.125 === [0.50,0.75], §, =0.625
[0.25,0.50], £ =0.375 === [0.75,1.00], §3=0.875

6(&0) 6(81) 6(82) 6(83)
o &1 &2 &3
[0.00,:0.25] [0.25, 0.50] [0.50,0.75] [0.75,1.00]
0 0.25 0:5 0.75 1

Figura 1.2: Particién etiquetada con calibre constante, intervalos de igual longitud y eti-
quetas centradas.



CAPITULO 1. INTEGRAL DE HENSTOCK 4

No siempre serdn ttiles intervalos de misma longitud y con etiquetas centradas. La Figura
tlustra esto. Sea € > 0, para el siguiente calibre, existe una particion etiquetada subor-
dinada, donde las etiquetas no estdn centradas y los intervalos son de distinta longitud.
5(2) max {& — ti, tig1 — &} +e,  six € [ty tiy1] para algini € 0,1,2,3
€Tr) =
0.01, en otro caso.

mmmm [0.00,0.20], §o=0.086 === [0.40,0.70], §; =0.533
[0.20,0.40], £, =0.326 === [0.70, 1.00], £3=0.956

6(&o) 6(81) 6(82) 6(83)
o &1 &2 &3
[0.00, 0.20] [0.20, 0.40] [0.40, 0.70] [0.70, 1.00]
0 0.2 0r4 0.7 1

Figura 1.3: Particion etiquetada con calibre no constante e intervalos de distinta longitud.

Dado la arbitrariedad de los calibres, una légica pregunta es si, dado un calibre §
cualquiera, existe una particion etiquetada P subordinada a §. El siguiente lema garantiza
dicha existencia, cuya demostracién ha sido recuperada de [I].

Lema 1.5 (Cousin). Dado cualquier calibre 6 en I = [a,b] existe una particion etiquetada
P de I que es subordinada a 6.

Demostracion. Damos la prueba para el intervalo I = [0, 1] para facilitar la lectura. El
caso general se puede demostrar de forma analoga.

Supongamos que existe un calibre § que no admite una particion etiquetada J que es
subordinada a §. Dividamos el intervalo I = [0, 1] en los intervalos Iy = [0,1] , [ = [3,1],
en uno de los dos intervalos se debe tener que no hay una particion etiquetada subordinada
a 0 . De lo contrario, podriamos unir estas dos particiones etiquetadas para obtener una
particién etiquetada de I = [0, 1] que es subordinada a .

Llamemos B; al intervalo donde no podemos encontrar una particién etiquetada su-
bordinada a §, y renombremos By = I = [0, 1]. Iterando el argumento, encontramos una
sucesion de intervalos encajados {B,}, donde p(B,) = 3, paran = 0,1,2--- Entonces

existe ¢ € R tal que por el Principio de los Intervalos Encajados,
oo
m B, = {c}
n=0

Observemos que evaluando el calibre en ¢, 6(¢) > 0 y, por otra parte, cuando n — oo
p(By) — 0, luego, existe un j tal que B; C (¢ — d(c),c+ d(c)). Esto contradice que B;
no admitfa una particién subordinada a ¢ y a que {(c, B;)} serfa dicha particién. Luego,
debe existir una particion etiquetada subordinada a §. [ |
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Observacion. FEl reciproco del Lema de Cousin se tiene de forma directa parcialmente:
si existe una particion etiquetada subordinada a una funcion &, entonces necesariamente
dicha funcion debe ser positiva, al menos, en los puntos de evaluacion de la particion.
Esto implica que 6(x) > 0 en un conjunto finito de puntos, pero no garantiza que 0 sea
un calibre en todo el intervalo [a,b].

Definicién 1.6 (Suma de Riemann). Sea P una particion etiquetada de la forma P =
{(&, [tistiz1]) - 0 < i < n} del intervalo I = [a,b] y sea f: 1 — R. La suma de Riemann
asociada de f respecto a P es

S(f,P) = Zf (&) (tivr — 1)

Figura 1.4: Interpretaciéon geométrica de la suma de Riemann asociada a una particion
etiquetada no uniforme.

En la Figura [1.4] se muestra la interpretacién geométrica de las sumas de Riemann,
que no es mas que la suma del area de los rectangulos elegidos. Dada la arbitrariedad de
la eleccién de dichos rectangulos, no se puede garantizar si dicha area serd menor o mayor
que el valor exacto de la integral. Ahora ya estamos en condiciones de definir la integral
de Henstock-Kurzweil.

Definicién 1.7 (Integral de Henstock-Kurzweil). Sea f : I = [a,b] — R, decimos que
f tiene como integral de Henstock-Kurzweil en I al niumero real L si y solo si para cada
e > 0 existe un calibre 0 en I tal que si P es cualquier particion etiquetada subordinada
a d entonces

IS(f,P)—L| <e.

De ezistir la integral de f en I = [a,b] la denotaremos como (H) fabf = L, o sim-

plemente como fjf = L si se entiende por el contexto y diremos que f es integrable
Henstock-Kurzweil o simplemente integrable Henstock.

Es importante destacar que, aunque utilizamos la notacién fab f para referirnos a la
integral de Henstock-Kurzweil, en algunas ocasiones permitiremos el abuso de notacion
como fab f(z) dz, usando la notacién tipica de la integral de Riemann. Sin embargo, como
se verd en el capitulo 2, la integral de Henstock-Kurzweil es una extension de la integral
de Riemann. Esto significa que toda funcion integrable Riemann también es integrable
Henstock con el mismo valor de la integral. Por tanto, podemos permitirnos este abuso
de notacion sin ambigiiedad, ya que el resultado es consistente en ambos casos.
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Con una demostracién parecida a la que se da para la integral de Riemann, se puede
garantizar que el nimero L es uUnico en caso de existir. Para probar esta propiedad de
unicidad, necesitaremos previamente un lema.

Lema 1.8. Sean dos calibres 61 y 6o sobre I = [a,b], cumpliendo que §;(x) < d9(z) para
todo x € [a,b]. Dada una particion etiquetada P subordinada a 6y, se cumple que P es
subordinada a 0s.

Demostracion. Consideremos P = {(&;, [ti,tiv1]) : 0 < i < n} particién etiquetada
subordinada a d;. En particular, como cada intervalo es subordinado a d7, se tiene que
[tistiv1] € (& — 601(&),& + 01(&)) para todo @ tal que 0 < ¢ < n. Esta definicién de
intervalo subordinado se puede escribir como:

tiv1 —t; < 261(&) para todo i tal que 0 < i < n.

Como 6;1(z) < d2(x) para todo = € [a, b], se verifica que 0;1(&;) < 02(&;). Recuperando la
ecuacién anterior,

tiv1 —t; < 261(&) < 262(&;) para todo i tal que 0 < i< n

y en consecuencia, P es particion etiquetada subordinada a ds. [

Este resultado es til a la hora de refinar calibres: garantiza que toda particién subor-
dinada a un calibre mas restrictivo sigue siendo valida para uno mas laxo. En particular,
permite comparar sumas de Riemann asociadas a diferentes calibres sin perder la subor-
dinacién.

Teorema 1.9. Dada una funcion f : I = [a,b] — R integrable Henstock-Kurzweil, su
integral f: f es tnica.

Demostracion. Supongamos que f tiene como integral en el sentido Henstock-Kurzweil
a los reales A y B. Sea € > 0, entonces existe d; calibre tal que para toda particion
etiquetada P; subordinada a d;

€
S(, P — Al < <.
De nuevo, existe 0, calibre tal que para toda particion etiquetada P, subordinada a o
€
S(, o)~ Bl < 5.

Consideremos ahora el calibre 6 = min{d;,d>}. Sea P una particién etiquetada subordi-
nada a §, que sabemos que existe por el Lema de Cousin. Entonces, por el lema previo,
como 0(z) < 61(z) y 6(x) < da(x) para todo x € I, P es subordinada tanto a d; como a
0o. Teniendo esto en cuenta

3

228.

A= B <[S(£.P) = Al +|S(f.P) = B| < 5 +

Como esto es cierto para todo € > 0, haciendo ¢ — 07, tenemos que A = B, y por tanto,
el valor de la integral es tnico. [ |
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3. Propiedades basicas

Teorema 1.10. Sea f : [a,b] — R. Si f =0 en [a,b] excepto en un conjunto numerable
de puntos, se tiene que f es integrable Henstock-Kurzweil y que fff =0.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Consideremos el conjunto
A={x€la,b]: f(z) # 0} ={a, :n € N}.
Usando este conjunto definimos un calibre sobre [a, b] adecuado para probar la integrabi-

lidad de la funcién:
1 € la,b]\A
5(1]) { N [a7 ]\

&
Ty L €A

Sea P = {(&, [ti, tiv1]) : 0 < i < n} particién etiquetada de [a,b] subordinada a 4, que
existe por el Lema de Cousin. Sea Il el conjunto de indices tales que la etiqueta & € A.
En ese caso, se toma n; tal que & = a,,. Sea ) el conjunto de indices tal que & ¢ A. Se
tiene que para todo i € €, f (&) = 0. Teniendo esto en cuenta, y que

3

tin — <2 6(an) =2 —
+1 = (Cl 1) on;+1 ’f (an1)|

podemos escribir

IS(f,P) 0] = Zf (&) - (tig1 — ts)
= Z (&) (tivr —ti) + Z f(&) - (tigqa — t;)

=D (&) (i — 1)

€Il

Asi pues, como € > 0 es arbitrario, se tiene que f es integrable Henstock-Kurzweil y
rf=o. |

El teorema anterior nos dice que si f = 0 en [a, b] excepto en un conjunto numerable
de puntos, entonces f es integrable Henstock-Kurzweil en [a,b] y su integral vale cero.
Este teorema sera de utilidad para probar las tipicas propiedades de linealidad que veri-
fican la conocida integral de Riemann, y que intuitivamente se cumplen en la integral de
Henstock-Kurzweil.

Ahora ya estamos en condiciones de introducir un primer ejemplo. Veamos cémo actia
la integral de Henstock-Kurzweil sobre la conocida funcion de Dirichlet, la cual, como bien
sabemos, no es integrable en sentido Riemann (ver apéndice A, ejemplo .
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Ejemplo 1.11. Sea la funcion de Dirichlet h: [0,1] — R

)1 sizeQnlo,1]
M@_{o siz ¢ Qn[o0,1].

Aplicando el Teorema dado que QM |[0, 1] es numerable, se tiene que h es integrable
en el sentido Henstock-Kurzweil.

El Teorema [1.10| muestra que la funcién de Dirichlet es integrable Henstock-Kurzweil
en [0,1] y que su integral es 0. Por lo tanto, una funcién que es integrable en el sentido de
Henstock-Kurzweil no tiene que ser continua en ningun punto.

Teorema 1.12. Sea f : [a,b] — R. Si f =0 en casi todo punto de [a,b], entonces f es
integrable en el sentido de Henstock en |a,b| y fabf =0.

Demostracion. Sea E = {x € [a,b] : f(z) # 0} y para cada entero positivo n, sea
E,={r € E:n—-1<|f(x)] <n}. Esclaro que F = U ,E, y que estos conjuntos
son disjuntos dos a dos y cada uno tiene medida cero. Para cada n, tomamos un conjunto
abierto O, tal que E, C O, y 1 (O,) < -55. Consideremos el calibre § definido en [a, b]
por

5(x):{1, s%xe[a,b]—E
p(z,CO,), sizekE,.

donde CO,, denota el complemento de O,, es decir, CO,, = [a,b] \ O,, vy p(z,CO,,) es la
distancia de x al complemento de O,, o sea, la distancia del punto x al exterior del abierto
O,.. Dado que p(x,CO,,) > 0 para todo z € E,, la funcién calibre § siempre es positiva y
por tanto estd bien definida.

Supongamos que P es una particién etiquetada de [a, b] que es subordinada a 0. Para
cada n, sea P, el subconjunto de P que tiene etiquetas en F,. Si (z7,]) es un intervalo
etiquetado en P, entonces (x; — d(xr),z; + d6(xr)) C O, debido a cémo definimos 0.
Tenemos entonces

!3(f>7’)—0!§2\5(f77’n)!§2 > flan <Z > @)
n=1 n=1 |(

z1,)EPR n=1 (z;,I)EP,
S NDIRTLED SIS STUED SUTCARD SE
n=1 (z;,I)eP, n=1 (x;,])ePy n=1 n=1

Por lo tanto, la funcién f es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil en [a,b] y

b
Pr=o. n
Supongamos que f : [a,b] — R es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil sobre
[a,b] y que £ > 0. Entonces, existe un calibre 0 tal que, si P es una particién etiquetada
de [a, b] subordinada a ¢, se cumple que:

‘(fP ﬂ<—

Sean P; y P» dos particiones etiquetadas de [a, b] subordinadas a J. Entonces, tenemos
que

7

S(F.P) — S(F.Py)] < \ (P f‘

/ F—S(.P)| <
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lo cual es andlogo al criterio de Cauchy que conocimos para la integral de Riemann [3]
Th. 4.29]. Vamos a ver que la integral de Henstock-Kurzweil se caracteriza también por
esta condicion de Cauchy. Esto nos permite introducir el siguiente teorema.

Teorema 1.13 (Criterio de Cauchy). Una funcidn f : [a,b] — R es integrable Henstock-
Kurzweil en [a,b] si y solo si para cada € > 0 existe un calibre § en [a,b] tal que
IS(f,P1) — S(f, P2)| < € siempre que Py, y Py sean particiones etiquetadas de [a,b] su-
bordinadas a 9.

Demostracion. Ya hemos demostrado que la integrabilidad de f implica el criterio de
Cauchy. Por lo tanto, asumimos ahora que se cumple el criterio de Cauchy y probaremos
que f es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil.

Para cada k € N, por hipdtesis, existe un calibre 9, tal que, si P; y P, son particiones
etiquetadas subordinadas a ¢, entonces

1
Consideramos la funcion
or(2) := min{0y (), 02(x), ..., 0k(x)},

la cual también es un calibre. Cualquier particion etiquetada subordinada a Sk-',-l lo es
también a by, pues Sk—i—l < by, bastarfa aplicar el Lema . Para cada k, tomamos una
particién etiquetada Py subordinada a 0y, y denotamos Ay, := S(f,Px). Sij > k, entonces
P; también estd subordinada a Ok, v por tanto

A= Al = IS(7P) — S Pl < 1

La sucesién {Ay} es entonces de Cauchy en R. Como R es un espacio completo, toda
sucesion de Cauchy converge, por lo que existe A € R tal que A, — A.

Fijamos ¢ > 0. Como A; — A, existe un ky € N tal que si k > kg entonces |A,—A| < 5.
Elegimos K > max{ko, 2}. Sea P una particion etiquetada de [a,b] subordinada a dx.
Entonces,

1
S(f,P)— Al < |S(£,P) — Ax|+ |Axk—A] <—+-<+Z=¢
N _ N K 2 2 2

—
criterio de Cauchy convergencia de Ay,
Esto demuestra que f es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil en [a, b]. [ |

Teorema 1.14. Sea f y g funciones integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil en
[a,b]. Entonces,

a) cf es integrable Henstock-Kurzweil en [a,b] y fab cf = cfab f, para cada c € R.
b) f+ g es integrable Henstock-Kurzweil en [a,b] y ff(f +g) = f:f + fabg

c) Si f < g en casi todo punto de |a,b], entonces fabf < fabg
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Demostracion.

a)

Sea € > 0. El resultado para ¢ = 0 es trivial. Supongamos ¢ # 0. Se tiene que f es
integrable Henstock-Kurzweil, por tanto, para todo ﬁ, existe 0 calibre tal que para
cualquier particién etiquetada P subordinada a ¢, se tiene que

Fum—[f

€
< —

]

Con esto, se tiene que

n

S e F € (tin — t /f

=0

‘S(of, P) - c/abf(x)dx

< ¢

b
smm—/ﬂ<mﬁze

Asi, como ¢ era arbitrario, esto nos da la propiedad que queriamos probar.

Sea ¢ > 0. Como f y g son integrables Henstock-Kurzweil por definicién, se tiene
que para 5 existen dos funciones calibres d; y d, tal que para cualquiera particiones
etiquetadas Py y P, subordinadas a d; y d, respectivamente, se tiene que

b
<5 v s - [

‘S(f,Pf)—/abf(x)dx < % (1.1)

Consideremos el calibre 6 = min {dy, d,}. Observemos que para cualquier particion
etiquetada P

n

S(f+9,P)= Z(f +9) (&) - (L — 1)

=0

= Z f(&) - (tiya —ti) + ZQ (&) - (tir1 — 1)

=S(f,P)+S(g,P).

(1.2)

Sea P una particién etiquetada subordinada a ¢. Por el Lema la particién es
subordinada a d; y a d,. Teniendo en cuenta esto, por (1.1)) y (1.2),

|S(f+9.P (/f M+/ @MHskMM—l%@m+

—l—‘S(g,P) / o(x)dz

< —_ =
2+2

Supongamos que f > 0 en casi todo punto de [a,b]. Recordemos que definimos la
parte positiva y negativa de una funcién como f*(x) = max(f(z),0)y f~(z) =
méx(—f(z),0) para todo z € [a, b] respectivamente. Entonces, dado que f~ =0 en
casi todo punto de [a, b], es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil en [a, b] por
el Teorema|l.12]y f; f~ =0.Por (b), la funcién f* = f+ f~ es Henstock-Kurzweil
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integrable en [a, b]. Dado que f* > 0 en [a,b], es evidente que f; ft >0 (pues las
sumas de Riemann son siempre no negativas). Por tanto, por (a) y (b),

u[f=[f0+—fy:ln+—lﬁzlﬂ*za

El resultado general se sigue ahora ya que g — f > 0 en casi todo punto de [a, d]

implica ) . .
[a=[1=[w-n=0

Teorema 1.15. Sea f : [a,b] = R y ¢ € (a,b).

a) Si f es integrable Henstock-Kurzweil en [a, c] y [c,b], entonces f es integrable Henstock-
Kurzweil en [a,b] y f;f = [T+ fcbf.

b) Si f es integrable Henstock-Kurzweil en |a,b], entonces es integrable Henstock-
Kurzweil en cualquier subintervalo [p,q] C [a,b].

Demostracion.

a) Sea ¢ > 0. Por hipétesis, existe un calibre &; en [a, c] tal que |S(f,P) — [ f| < ¢&/2
siempre que P sea una particién etiquetada de [a, c] subordinada a ¢;. De igual

forma, existe un calibre 0 en [c, b] tal que ‘S(f, P) — fcb f

una particién etiquetada de [c, b] subordinada a ds. Definimos § en [a, b] mediante

< /2 siempre que P sea

min {0, (z),c —z}, sia<z<c
d(x) =< min{d;(c),da(c)}, siz=c
min{d(x),xr —c}, siec<xz<b

Sea P una particién etiquetada de [a, b] subordinada a ¢. Notemos que P debe ser
de la forma P, U (¢, [u, v]) U Py, donde las etiquetas de P, son menores que ¢ y las
etiquetas de P, son mayores que ¢. Veamos ahora que ¢ necesariamente es etiqueta.
Sea (v, [a, B]) el intervalo etiquetado tal que ¢ € [a, §]. Tenemos entonces que

[, ] C (v = (v =),y + (v = ).
Por la definicién de ¢ tenemos que si 7 > ¢ entonces
0(y) = min{da(7),y — ¢} <7y —¢
de manera que
[, Bl Cc(y=(y=chv+ (v =) = (e,2y —¢)

lo cual es una contradiccién ya que ¢ € [« 3]. Andlogamente, si v < ¢ tenemos
también una contradiccién. Por tanto, necesariamente, v = c.



CAPITULO 1. INTEGRAL DE HENSTOCK 12

Sea P, particién etiquetada de [a, ¢] subordinada a §; y sea Py particién etiquetada
de [c, b] subordinada a ;. Dado que S(f,P) = S(f,P1) + S(f, P2),

'S(f,P)—/acf—/cbf

Por lo tanto, la funcién f es integrable Henstock-Kurzweil en [a, b] y
b c b
[r=fr+]7

Supongamos que f es integrable en el sentido de Henstock en [a, b]. Queremos probar
que f es integrable en el sentido de Henstock en cada subintervalo de [a, b].

g€ €
< g+ 5=c¢

wlspa- [1] <5+

<|strp- [

Sea [p,q] C la,b] un subintervalo cerrado arbitrario y sea ¢ > 0. Dado que f es
integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil en [a, b], existe un calibre ¢ en [a, b]
tal que, por el criterio de Cauchy, para todas las particiones etiquetadas P; y Po de
[a, b] subordinadas a d, se cumple que

|S(f,P1) = S(f, P2)| <e.

Sea ahora ¢’ un calibre definido restringiendo ¢ al subintervalo [p, ¢|, es decir, ' =
d[p.q- Supongamos que D y £ son particiones etiquetadas de [p, q] subordinadas a
0.

Extendiéndolas a particiones etiquetadas D’ y £’ de [a, b] incluyendo una particién
cualquiera de los intervalos [a,p] y [q,b], se obtiene que D' y £ son particiones
etiquetadas de [a, b] subordinadas a §. Como D’ y £’ coinciden fuera del subintervalo
[p, q], es decir, contienen exactamente los mismos pares etiquetados en [a, p] U [q, b],
se tiene que

S(f, D) =8(f,D) +S(f.R),
S(f,€) =8(1.€)+S(f.R),

donde R denota la parte comiin de ambas particiones fuera de [p, q]. Al restar estas
expresiones, se concluye que

IS(f,D) = S(f,€)| = |S(f, D) —S(f,&)| < e.

Por lo tanto, f es integrable en el sentido de Henstock en [p,¢]. Como [p, ¢] es un
subintervalo arbitrario de [a,b], concluimos que f es integrable en el sentido de
Henstock Kurzweil en cada subintervalo de [a, b]. |

Teorema 1.16. Sea f : [a,b] — R integrable Henstock-Kurzweil en [a,b]. Si f = g en
casi todo punto de |a,b], entonces la funcion g es integrable Henstock-Kurzweil en [a,b] y

b b
fa g = fa f
Demostracion. La funciéon g— f = 0 en casi todo punto es integrable Henstock-Kurzweil en
[a, b] por el Teoremal|l.12, Ademés, por el Teorema [1.10|se tiene que f:(g—f) = 0. Ahora,

por el apartado (b) del Teorema la funcién g = f 4 (¢ — f) es Henstock-Kurzweil
integrable en [a,b] y

/abgz/aber/ab(g—f):/abf.

Esto concluye la demostracién. |
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4. Teorema Fundamental del Calculo

El Teorema Fundamental del Calculo es uno de los resultados mas importantes del
analisis matematico, ya que establece una conexién profunda entre las nociones de deri-
vada e integral. Antes de enunciar y demostrar este teorema, es conveniente realizar una
breve introduccién a las sumas telescopicas, cuya estructura sirve como una analogia 1til
para comprender el TFC. Consideremos la siguiente serie:

1 n 1 n 1 . n 1

26 12 n(n+1)
Determinar su valor puede parecer complicado, pero al aplicar una estrategia adecuada,
la solucién se simplifica. Reescribamos cada término como una diferencia de fracciones

sucesivas:
] 1 N 1 1 N 1 1 N . 1 1
2 2 3 3 4 n n—+1

1
n+1
Este tipo de sumas, conocidas como sumas telescopicas, destacan por su capacidad de sim-
plificacion, ya que los términos intermedios se cancelan, dejando inicamente los extremos.
Esta idea es una herramienta conceptual que también aparece, de forma generalizada, en
el contexto de las integrales definidas y serd 1til, en particular, en la prueba del Teorema
Fundamental del Célculo, si F'(z) = f(x), entonces

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a)

Teorema 1.17 (Teorema Fundamental del Célculo). Sea F' : [a,b] — R una funcion
derivable en cada punto del intervalo I = [a,b] y F' = f. Entonces, la funcion [ es
integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil y se verifica que

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Demostracion. Sea € > 0 y consideremos un punto ¢t € I. Aplicando la definicién de
derivabilidad en un punto, si tomamos un £ > 0 por elegir, sabemos que existe un calibre
s tal que, para todo z € I con 0 < |z —t| < d:(t), se cumple:

‘M —fi)| <e

z—1
Esto implica que:
[F(z) = F(t) = f(t)(z = )| < E]z — 1.
Si tomamos puntos a < u <t < v <bconv—u < d(t), se tiene:
|F(v) = F(u) = f(t)(v —u)| < |F(v) = F(t) — f(t)(v—1)]

+[F () = F(u) = fO)(t — u)|
<(v—t)E+ (t—u)é = (v—u)é.
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Sea ahora una particién etiquetada P = {(&;, [ti,tix1]) : 0 < i < n} del intervalo I
subordinada a ;. Podemos expresar F'(b) — F'(a) como una suma telescépica:

Entonces:

[F'(b) — F(a) = S(f,P)| = ' (F(tix1) — F(t:) — f(&) (i1 — 1)

< Z |F(tiy1) — F(ti) — f(&) (i1 — )]

Sea & = ﬁ, entonces, tenemos que
|F(b) = F(a) = S(f,P)| <

y dado que € es arbitrario, concluimos que

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

|

Tras probar el Teorema Fundamental del Calculo para la integral de Henstock-Kurzweil,

podemos dar un teorema atin mas fuerte, aunque para ello primero necesitamos algunas
definiciones.

Definicién 1.18 (Subparticién etiquetada). Sea I = [a,b] un intervalo. Una subparti-
cion {Ji}i_, es una coleccion de subintervalos Jy, C |a,b] que no necesariamente contiene
subintervalos con extremos en a o b. Una subparticion etiquetada es una coleccion de pun-
tos & y de subparticiones {Ji }i_, tales que & € Jy para cada k € 1,...,s. Lo denotaremos
como Py = { (&, Ji) : 0 < k < s}.

Definicién 1.19 (Subparticién etiquetada subordinada a §). Sea I = [a, b] un intervalo.
Si & es un calibre en I, decimos que la subparticion etiquetada Py = { (&, Ji) : 0 < k < s}
es subordinada a 6 (o 6-fina) si Jy € (& — 0(&k), &k + 0(&k)) para todo k € 1, ..., s.

Observacion. Notese que una subparticion etiquetada, a diferencia de una particion eti-
quetada, no tiene por qué cubrir todo el intervalo [a,b]. Es decir, puede haber regiones
del intervalo donde no se ha definido ningun subintervalo Jy. Esta flexibilidad es wtil, por
ejemplo, para construir sumas aproximadas locales o en pruebas que requieren andlisis por
partes.

Ejemplo 1.20. Sea I = [0,1]. Consideramos la subparticion etiquetada

A {(p)-GLD)

11

En este caso, Py no cubre el subintervalo (Zp 5), por lo que no representa una particion

etiquetada de [0,1], sino una subparticion etiquetada. Aun asi, puede utilizarse para apro-
ximar la integral de Henstock en parte del dominio.
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Definicién 1.21 (Suma asociada). Sea Py = {(&;, [a:, bi]) : 0 < i < n} una subparticion
etiquetada de un intervalo [a,b]. Dada una funcion F definida sobre [a,b], definimos la
suma asociada a F respecto a Py como

n

F(Po) =Y (F(b) — Fl(a:))
=0
Definicién 1.22 (Medida de una subparticién etiquetada). Sea Py = {(&;, [ai, b)) : 0 <
i < n} una subparticion etiquetada, definimos la medida de una subparticion etiquetada
como

w(Po) =D (bi—ai)
i=0
Observacion. Las definiciones anteriores también son aplicables en el caso de que se
trate de una particion etiquetada. Si P = {(&, [ti,tix1]) : 0 < i < n} es una particion
etiquetada, entonces la medida de la particion coincide con la longitud total del intervalo,
es decir, p(P) = b— a, y la suma asociada a una funcién F se reduce a la diferencia de
extremos F(b) — F(a), ya que

n

F(P) = (F(tis1) = F(t:)) = F(b) — F(a).

1=0

Observacion. Las definiciones de suma asociada y de medida pueden aplicarse también,
sin pérdida de generalidad, a colecciones finitas de intervalos del tipo {|a;, b;|}1,, es decir,
a subconjuntos del intervalo [a,b] formados por uniones finitas de intervalos disjuntos,
dado que la etiqueta no interviene en las definiciones.

Teorema 1.23. Sea F' : [a,b] — R una funcion continua en [a,b]. Si F es derivable en
[a,b] excepto en un conjunto numerable de puntos, entonces F' es integrable en el sentido
de Henstock-Kurzweil en |a,b] y se verifica que

/ Fl(z) dz = F(b) — F(a).

Demostracion. Sea ¢ > 0y sea C' = {¢, : n € Z*} el conjunto de puntos de [a,b] en
los cuales F’ no existe. Por convencién, definimos F’(z) = 0 para x € C. Sea € > (0 por
elegir, y definimos un calibre ¢ sobre [a, b] de la siguiente manera:

1. Si z € [a,b] — C, utilizamos la existencia de F'(z) para elegir un 6(z) > 0 tal que,
para cualquier u € [a,b] con u € (x — §(z),z + d(x)),

|F(u) — F(x) — F'(z)(u — 2)| < &lu— .
Observese que en este caso procedemos de igual forma que en el teorema anterior.

2. Six = ¢, € C, por hipétesis, F' es continua en [a, b], luego utilizando la continuidad
de F en z elegimos un 6(xz) > 0 tal que, para cualquier u,v € [a,b] con u,v €
(x —0(z), z + d(x)),

|F(v) — F(u)| <&2™".

Sea P una particién etiquetada de [a,b] subordinada a §. Definimos dos subparticiones
etiquetadas de P:



CAPITULO 1. INTEGRAL DE HENSTOCK 16

1. P, es la subparticién etiquetada que tiene subintervalos cuya etiqueta pertenece a

C.

2. P =P — P, es la subparticion etiquetada que tiene subintervalos cuya etiqueta no
pertenece a C.

Para cada (z, [u,v]) € Py, se cumple que

[F(v) = Fu) = F'(z)(v —u)| < [F(v) = Fz) - F'(z)(v - 2)]
+[F(x) = F(u) = F'(z)(z — u)]
<éw—x)+E(r—u)
=£(v—u).
Por otro lado, si (¢, [u,v]) € P., entonces |F(v) — F(u)| < £27". Sea 7 el conjunto de los
indices n donde ¢, es etiqueta de P. Ahora, como F(b) — F(a) = F(P) = F(P.) + F(P1),

tenemos que

[F'(P) — (F(b) = F(a))| = |[F'(Pe) + F'(P1) — F(P) — F(Py)|
< [F(Py) — F'(Py)| + |[F(Pe)|-

Por un lado, |F(P.)| <€), .. 27" Porotro lado, para cada intervalo etiquetado (x, [u, v]) €
P11, por la eleccién del calibre

|F(v) = F(u) = F'(z)(v —u)| <&(v —u)
Sumando todos los intervalos etiquetados de Py, tenemos
|F'(P1) = F'(Py)] < €u(P1)
donde u(Py) es la medida de Py, concluimos que
[F'(P) = (F(b) = Fla)| < |F(Py) = F'(P)| +|F(Pe)| < ép(Pr) +€ < (b—a+ 1)

Por tanto, eligiendo € = se tiene que

|F'(P) — (F(b) — F(a))| <€

y dado que ¢ es arbitrario, esto muestra que F” es integrable en sentido Henstock-Kurzweil
en [a,b], y la integral de F’ en cualquier subintervalo [a, z] es igual a F'(z) — F(a). N
Para finalizar este capitulo, el siguiente ejemplo ilustra todo lo visto hasta ahora.

Ejemplo 1.24. Veamos, usando la definicion de integrable en el sentido de Henstock-
Kurzweil, que la funcion f(x) = 1/y\/x para x # 0 y f(0) = 0 es integrable Henstock-
Kurzweil en [0, 1].

Antes de empezar, podemos probar que es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil
usando el teorema previo. Sea F(x) = 2y/x derivable en [0,1] salvo en en {0} que es un
conjunto finito y por tanto numerable. dado que f(x) = F'(x), estamos en las condiciones
del Teorema luego f(x) es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil. Llegaremos
ahora a la misma conclusion usando la definicion de integrabilidad de Henstock-Kurzweil.
Probaremos que fol f =2, que es el valor de la integral impropia de Riemann. La idea es
utilizar el hecho de que la derivada de 2+/x es 1/\/x y sequir un procedimiento parecido
al que se uso en la demostracion del Teorema|1.25,
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Sea e > 0, supongamos que € < 3/4 y definamos el calibre § en [0,1] como

2 ' <1
5(x)_{5a:, si0<ax<

g2, six=0

Supongamos, en busca de contradiccion, que 0 no es etiqueta en P, siendo P una particion
etiquetada de [0, 1] subordinada a 6. Esto significa que, si (§,[a,b]) € P es el intervalo de
la particion que contiene al punto 0 (es decir, 0 € [a,b]), entonces necesariamente & # 0.
Dado que 0 € [a,b] y la particion cubre el intervalo [0, 1], debe ocurrir que a = 0. Como
la particion estd subordinada a d, se tiene:

b—a=b<d(&) =ce&

Ademas, al ser £ la etiqueta asociada al intervalo [0,b], se cumple que & € [0,b] y, por
tanto, £ < b. De aqui se deduce:
b < 552 < eb?.
Dividiendo la desigualdad b < & b* por b (recordando que b > 0) se obtiene:
1 <eb.

Pero comob<1ye< %, se tiene:

3
b<e< -
ebse<,

lo que contradice la desigualdad 1 < £b. Por lo tanto, O debe ser etiqueta. Probemos ahora
la integrabilidad usando la propia definicion. Dado que ¢ > x — ex® > x —ex > x/4, se
tiene que

VEWE +VaP > VEVE + Vallt = 2V s s o

y, por lo tanto,

Y YR .
v—c VT Ve e VBl T VEE+ Ve

NG

De manera similar, se puede demostrar que

2Vd—-2yz 1

d—z NG
Combinando estas dos desigualdades, obtenemos
1

(=)~ 2V~ 2V2)

< €.

—x) — (2Vd — 2V/x)

1
<| 7@
+ e -0 - vE-2v0)
Wd—2yr 1

d—zx N
20T — 2/ 1

p— \/E(a:—c)

<eld—z)+e(x—c)=¢e(d—rc).

(d — )

i
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Sea P = (0, [co, do)) U{(xs, [ci,d;]) : 1 < i< q} y calculemos
f w)(ds — ) — SV - 2y@)

~ (2V/d; - 22)

S(f,P) =2 =

do

q
< 2+ Zg(di —¢) < 3e.

i=1
Esto concluye el ejemplo.

Observacion. La funcion f(z) = \/LE no es integrable en el sentido de Riemann en [0, 1]

debido a la singularidad en x = 0. Sin embargo, su integral impropia existe y converge a
2:

e—0T \/_ e—0t

En el contexto de la integral de Henstock—Kurzweil, esta integral impropia se interpreta
como una integral generalizada en la que no es necesario excluir un entorno del punto
singular x = 0.

1
dr = lim —dx— lim (2 — 2v/2) = 2.
|

El ejemplo anterior muestra una funcién que no es integrable en el sentido de Riemann
en un intervalo cerrado, pero cuya integral impropia converge. En el marco de la teoria de
Riemann, tales situaciones se tratan como limites de integrales en intervalos més pequenos,
excluyendo los puntos problematicos. Sin embargo, la integral de Henstock—Kurzweil pro-
porciona un enfoque més natural y robusto: si una funcién es integrable en el sentido de
Henstock en cada subintervalo interior, y la integral impropia definida como limite desde
los extremos converge, entonces la funcion es integrable en todo el intervalo cerrado, sin
necesidad de reinterpretaciones o extensiones formales. Esta caracteristica es una de las
diferencias conceptuales mas profundas respecto a la teoria de Riemann. En el Capitulo
2 veremos un teorema que enuncia esto, pero para ello necesitaremos un importante lema
que veremos en el préximo capitulo, el Lema de Saks-Henstock.



Capitulo 2

Integral de Henstock e integral de
Lebesgue

En este capitulo analizaremos las conexiones entre la integral de Henstock—Kurzweil
y las integrales de Riemann y de Lebesgue, dos de los conceptos méas fundamentales
del andlisis moderno. Estas relaciones ponen de manifiesto no solo la versatilidad de la
integral de Henstock—Kurzweil, sino también su capacidad para integrar funciones que
quedan fuera del alcance de las teorias de Riemann y de Lebesgue.

Como se explicd en el capitulo inicial, la integral de Henstock—Kurzweil puede con-
siderarse una extension estricta de la integral de Riemann. Si se restringe el calibre a
funciones constantes, la integrabilidad en el sentido de Riemann implica la integrabilidad
en el sentido de Henstock—Kurzweil. Sin embargo, el reciproco no es cierto: existen fun-
ciones, como la funcién de Dirichlet, que no son Riemann-integrables pero si lo son en el
sentido de Henstock—Kurzweil.

s N

Ll

HK

J

Nos proponemos ahora estudiar con mayor profundidad la relacién entre la integral de
Henstock—Kurzweil y la integral de Lebesgue. El objetivo principal de este capitulo sera
establecer rigurosamente la siguiente cadena de inclusiones estrictas entre los correspon-
dientes espacios de funciones integrables en un intervalo [a,b]. Si denotamos como R el
espacio de funciones integrables Riemann, L' el espacio de funciones integrables Lebesgue
y HK el espacio de funciones integrables Henstock-Kurzweil, el objetivo sera probar la
siguiente cadena de inclusiones estrictas

RCL'CHK.

Estas inclusiones destacan que toda funcién integrable Riemann es también integrable
Lebesgue, y toda funcién integrable Lebesgue es integrable Henstock—Kurzweil, pero no
a la inversa.

19
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1. Lema de Saks-Henstock

Comenzamos esta secciéon con un lema simple pero poderoso que se utiliza con frecuen-
cia en la teoria de la integral de Henstock—Kurzweil. Casi todos los resultados principales
que involucran la integral de Henstock emplean este lema en algiin punto de su demos-
tracion. Este lema fue descubierto por primera vez por Henstock en su descripcion inicial
de esta integral, aunque él atribuye la idea detras del lema a Saks. Por ello, llamaremos
a este resultado el Lema de Saks-Henstock.

El lema establece que las sumas de Riemann no solo aproximan la integral sobre todo
el intervalo, sino también sobre uniones de subintervalos. La demostracion es, en realidad,
bastante elemental. Recordemos que una integral indefinida se considera como una funcion
de intervalos cuando se aplica a particiones etiquetadas. En particular,

msz@—ﬂwz/f

si P es una particion etiquetada de [a, b], donde F' denota una funcién primitiva de f, es
decir, una funcién que satisface F'(z) = f(x) en casi todo punto de [a, b].

Lema 2.1 (Lema de Saks—Henstock) Sea f: [a,b] — R una funcion integrable Henstock
en |a,b]. Definimos F(x f f para todo x € [a,b], y sea € > 0. Supongamos que § es
un calibre definido en [a b] tal que |S(f,P)— F(P)| < € siempre que P sea una particion
etiquetada de [a,b] subordinada a 6. Si Py = {(x;,[c;,d;]) : 1 < i < n} es subparticion
etiquetada subordinada a &, entonces se cumple que:

a) |S(f,Po) — F(Po)| < e.
b) Z |f(x:)(d; — ¢;) — (F(d;) — F(;))| < 2e.

Demostracion.

a) Sea {Kj:1 < j <m} lacoleccién de intervalos cerrados en [a, b] que son contiguos a
los intervalos de Py. Sea n > 0y, para cada j, consideremos una particién etiquetada
P; de K; subordinada a ¢ que satisface |S(f,P;) — F(K;)| < n/m. Definimos P =
U;n:O P;. Entonces, P es una particién etiquetada de [a,b] subordinada a 0 y se

cimple que
5%%%FWM=&N®+i(ﬁ P - o)
IUTARLIEY
SBUJn—F@ﬂ+f]aﬂP»—me
<etn ~

Dado que 1 > 0 es arbitrario, haciendo n — 0T, se verifica la primera desigualdad.
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b) Sea Py = {(x;, [ci,d;]) : 1 < i < n} unasubparticion etiquetada de [a, b] subordinada
a 0. Para cada subintervalo, definimos el error del intervalo [¢;, d;] como

E; = fzi)(d; — ¢;) — (F(di) — F(ci)) -

Dado que los errores pueden ser positivos o negativos, dividimos el conjunto de
indices en

It:={ie{l,...,n}: E >0},
I":={ie{l,...,n}: E; <0}.

Entonces, la suma total de los errores absolutos se descompone como

i=1

iel+ el—

Por el apartado a), sabemos que

<e.

n
>_Ei
i=1
Esto implica que tanto la parte positiva como la negativa de la suma total estan

acotadas por ¢
Z E; <e y - Z E; <e.

el t iel—
Por tanto .
YOIIED SIES PR Ees
i=1 ielt iel-
Esto concluye la demostracién. [

Este lema pone de manifiesto una propiedad clave de la integral de Henstock—Kurzweil:
su estabilidad frente a subparticiones etiquetadas. La primera parte garantiza que, si
una particién etiquetada proporciona una buena aproximacién de la integral, entonces
cualquier subparticion también lo hace con el mismo nivel de precisiéon. La segunda parte
refuerza esta idea mostrando que la suma de los errores locales también esta controlada.
Este resultado es esencial para el analisis posterior de la integral de Henstock, pues permite
trabajar con subparticiones etiquetadas.

2. Propiedades de la primitiva de la integral de Hens-
tock

A continuacién presentamos algunas propiedades que tiene la primitiva de la integral
de Henstock-Kurzweil. Para ello, es necesario introducir conceptos fundamentales como
la derivada superior e inferior de una funcién, asi como herramientas esenciales en teoria
de la medida, como los recubrimientos de Vitali y el Lema del Recubrimiento de Vitali.
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2.1. Algunos preliminares de Teoria de la Medida

Definicién 2.2 (Recubrimiento de Vitali). Sea E C R. Una coleccion T de intervalos es
un recubrimiento de Vitali de E si, para cada x € E y para todo € > 0, existe un intervalo
IeT tal quexel yu(l)<e.

Definicién 2.3 (Medida exterior). Sea X un conjunto. Una medida exterior sobre X es
una aplicacion p* : P(X) — [0, 4+00] tal que

1. p*(0) =0.
2. Si A C B entonces pi*(A) < u*(B).
3. (Subaditividad numerable)
w (U Ai) < w(A;)
i=1 i=1
para cualquier coleccion numerable {A;};-, de subconjuntos de X.

Lema 2.4 (Lema del Recubrimiento de Vitali). Sea E C R con pu*(E) < co. Si T es
un recubrimiento de Vitali de E, entonces, para cada € > 0, existe una familia finita
{It : 1 < k <n} deintervalos disjuntos en T tal que

" <E— U[k> <e.
k=1
Ademas, existe una familia de intervalos disjuntos en I tal que
u* <E— U1k> = 0.
k=1

La demostracion del Lema del Recubrimiento de Vitali se puede encontrar en el Lema

4.6 de [1].

Definicién 2.5 (Derivadas superiores e inferiores, por derecha e izquierda). Sea F' :
[a,b] — R. Las derivadas superior derecha e inferior derecha de F' en x € |a,b) se definen
como:

D*F(z) = lim sup{wzx<y<a:+(5},

=07t y—x
F(y) — F

D, F(z) = lim inf M:m<y<:€+6 :
d—0+ y—x

De manera similar, las derivadas superior izquierda e inferior izquierda de F' en x € (a, b
se definen como:

D™ F(z) = lim sup{wzx—5<y<x},
d—0+ y—

D_F(z) = lim inf{wzm—5<y<x}.
50+ y—u

Por supuesto, las derivadas de una funcion pueden ser infinitas. La funcion F es di-
ferenciable en x € (a,b) si las cuatro derivadas son finitas e iguales. La funcion F es
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diferenciable en a o b si las dos derivadas correspondientes son finitas e iguales. Final-
mente, las derivadas superior e inferior de F' en x € |a,b] se definen como:

6—0t

DF(z) = lim sup{M 0<ly—z| < (5} =méx { D" F(z), D" F(z)},
DF(z) = 513% inf{w 0<|y—z| < 5} =min{D, F(x),D_F(x)}.

Para continuar, seran necesarios algunos resultados de Teoria de la Medida. Para
empezar, las demostraciones de los siguientes dos resultados pueden ser encontradas,
respectivamente, en el Teorema 1.12 y Lema 2.18 de [5].

Teorema 2.6. Para cualquier conjunto E C R, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) El conjunto E es medible en el sentido de Lebesgue.
(b) Para cada € > 0, existe un conjunto abierto O O E tal que u*(O \ E) < e.
(¢) Para cada € > 0, existe un conjunto cerrado K C E tal que u*(E\ K) < €.

(d) Eziste un conjunto G, que es una interseccion numerable de conjuntos abiertos tal

que EC G yp(G\E)=0.

(e) Existe un conjunto F, que es una union numerable de conjuntos cerrados tal que
FCEyu(E\F)=0.

Lema 2.7. Si f : (a,b) — R es medible, entonces, para cada € > 0, existe un conjunto
cerrado K C (a,b) tal que la restriccion f|x es continua en K y pu((a,b) — K) < e.

Lema 2.8. Si f : [a,b] = R es medible, entonces
[a,0] = JE U Z,
i=1

donde f estd acotada en cada uno de los conjuntos cerrados E; y u(Z) = 0.
Demostracion. Para cada nimero entero positivo n, definimos
H,={x€ E:n—-1<|f(z)| <n}.

Por el apartado (e) del Teorema , para cada n existen un conjunto F, y un conjunto
Z, = H, — F,, de medida nula tales que

H,=F,UZ,.

Sea {EI'} una secuencia de conjuntos cerrados tal que F,, = |J;=, E7, y definimos

Z = G L.
n=1

Entonces, el intervalo [a, b] lo podemos escribir como

la,b] = GGEZ-"UZ,

n=1i=1
De lo anterior se tiene que la funcion f esta acotada en cada uno de los conjuntos cerrados
E!, dado que f estd acotada en H, y E* C F,, C H,. Por otro lado, u(Z) = 0 dado que
Z es union numerable de conjuntos de medida cero. |
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Lema 2.9. Si E es cualquier conjunto de numeros reales, entonces el conjunto de puntos
que no son puntos de acumulacion (simultdneamente por derecha e izquierda) de E es
numerable.

Demostracion. Sea E* el conjunto de puntos de E que estdn aislados por la derecha y sea
E~ el conjunto de puntos de E que estan aislados por la izquierda. Demostraremos que
E™" es numerable; la demostracién de que £~ es numerable es similar. Para cada nimero
entero positivo n, definimos

1
E:[:{xGEJr: (x,x—i——}ﬂE:@}.
n

Observemos que E* = J>7; E;F. Ahora fijemos un n. Para cada entero k, el conjunto E;f
contiene como maximo un punto del intervalo [%, %} Para esta afirmacién, veamoslo
por reduccién al absurdo. Supongamos que existieran dos puntos distintos z,y € E en
el mismo intervalo [’“ w] Supongamos, sin pérdida de generalidad x < y, entonces por

o n’n
definicién de E;f:

(x,x—l—l} NE=0 y (y,y+1] NE=0.
n n

Pero como y € [%, %}, se tiene y < % Por otro lado, x > %, la distancia entre x e y
satisface
E+1 k 1
y—x < - —=—.
n n o n

Esto implica que y € (x, T + % |. Sin embargo, y € F, lo que contradice que gf’ T+ ﬂ N
E = . Por lo tanto, E; contiene a lo sumo un punto en cada intervalo [%, %1] Como
los intervalos [%, %] son numerables (indexados por k € Z), cada E; es numerable.
Entonces, ET = (J)~, Ei} es una unién numerable de conjuntos numerables, y por tanto
E™T es numerable.

De forma andloga se puede ver que E~ es numerable, por tanto £ = Et U E~ es

numerable. u

2.2. Teorema de Lusin

El Teorema de Lusin sera clave para la prueba del teorema que establece que el valor de
la integral de Henstock-Kurzweil es el mismo que el de la inetgral de Lebesgue bajo ciertas
condiciones. Antes de presentarlo, sera necesario el Teorema de Extension de Tietze. Este
establece que si f es una funcion continua definida en un conjunto cerrado £ C R, entonces
existe una funcién continua g : R — R que extiende f, es decir, tal que g(x) = f(x) para
todo x € E. En otras palabras, cualquier funcién continua definida en un conjunto cerrado
puede prolongarse a una funciéon continua en toda la recta real.

Teorema 2.10 (Teorema de Extensién de Tietze). Sea E un conjunto cerrado. Si una
funcion f : E — R es continua en E, entonces existe una funcion continua g : R — R tal
que f =g en E.

Demostracion. Podemos suponer que E es no acotado en ambas direcciones, positiva y
negativa. De lo contrario, basta definir g(x) = f(sup E) para todo x > sup E' y g(z) =
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f(inf E) para todo x < inf E. Como E es cerrado, su complemento en R es una unién
numerable de intervalos abiertos disjuntos:

R— E = | J(an,bn)

donde cada (ayn, b,) es un intervalo abierto maximal en R — E (es decir, los extremos a,
y b, pertenecen a E).

Para definir la extensién g(z), para los puntos de E, simplemente definimos g(z) =
f(x) y para los puntos de R — F, definimos la ecuacién de la recta que pasa por (a,, f(a,))

Y (bn, f(bn)), £ — Fo)
n) Qn,
gle) = PO ) 4 f(an)
n — Qn
Es decir, la funcién g es lineal en los intervalos que conforman el complemento de E. La

continuidad de g en R es consecuencia directa de la construccion de g. |

Teorema 2.11 (Teorema de Lusin). Si f : R — R es una funcion medible, entonces para
cada € > 0 existen un conjunto cerrado E y una funcion continua g : R — R tales que
uR—E)<eyf=genkE.

Demostracion. Sea {I,,} la sucesién de todos los intervalos abiertos de la forma (p,p+1)
donde p es un entero, y sea £ > 0. Por el Lema[2.7], para cada n existe un conjunto cerrado
K, C I, tal que f|, es continua en K, y p(l, — K,) < 5. Definimos

E = G K,.
n=1

El conjunto E es cerrado y se cumple que

M(R_E) SZM(In_Kn) <Z2in:5a
n=1

n=1

y ademas, la funcién f|, es continua en E. Por el Teorema de Extension de Tietze, existe
una funcion continua g : R — R tal que f = g en E. Esto concluye la demostracién. W

3. Relacion de la integral de Henstock con la integral
de Lebesgue

El primer resultado que veremos establece que la primitiva de una funcién integrable
en el sentido de Henstock-Kurzweil es continua, derivable en casi todo punto y medible.
Este teorema pone de manifiesto la regularidad de las funciones integrables en sentido
Henstock-Kurzweil, subrayando que, a pesar de que este tipo de integral permite integrar
funciones altamente discontinuas, la funciéon primitiva asociada presenta una estructura
notablemente regular.

Teorema 2.12. Sea f : [a,b] — R integrable en el sentido de Henstock en [a,b] y sea
F(z) = [T f para cada x € [a,b]. Entonces:

(a) La funcion F es continua en [a,b].
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(b) La funcion F es derivable en casi todo punto de [a,b] y F' = f en casi todo punto
de |a, b].

(¢) La funcion f es medible.
Demostracion.

(a) Sea ¢ € [a,b), veamos que F' es continua por la derecha en c¢. Dado € > 0, sea ¢ el
calibre dado por la definiciéon de integrabilidad de Henstock-Kurzweil. Definimos

5(1) min {4(t), 3]t —c|}, sit#e,
(t) = , :
min {5(0),m}, sit=c.

Observemos que esta definicién de ¢" obliga a que ¢ sea etiqueta de cualquier parti-
cién subordinada a ¢’. Sea (7, [a, f]) el intervalo etiquetado tal que ¢ € [«, §]. Por
la definicién de ¢’ tenemos que si v > ¢ entonces

¢'(7) = min {5(7% %Iv - C|} <y-c

de manera que

[avﬁ] - (7_ (7_6)7’7+ (’7_ C)) = (0727_0)
lo cual es una contradiccién ya que ¢ € [a, 3]. Andlogamente, si v < ¢ tenemos
también una contradiccién. Por tanto, necesariamente, v = c.

Ahora, si 0 < h < ¢’(¢), entonces la subparticion etiquetada Py = {(c,[c,c+ h])}
satisface que Py es subordinada a ¢'. Por el Lema de Saks-Henstock, se cumple que

<e.

(.70~ PPl = |- n— | "y

Por lo tanto, podemos acotar

[F(c+h) = F(o)| = <e+|f(c)lh.

/Cc+h f

Ademas, dado que 0 < h < §(c), por la definicién de ¢'(c),

he — o) < L9 L rom < e

f(e) + 1] [f(e) +1]

Entonces,
|F(c+h) — F(c)] <e+e=2e.

Esto prueba que F' es continua por la derecha en c.

De manera analoga, se puede demostrar la continuidad por la izquierda en los puntos
c € (a,b.
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(b) Queremos demostrar que F'(z) = f(z) en casi todo punto de [a, ], es decir, que el
conjunto de puntos donde esta igualdad no se cumple tiene medida cero.

Primero, recordemos la definiciéon de derivada superior derecha:

F(y) — F
DYF(z) = élir&sup{% cr<y< x+(5} = 513(1)1 Hj(x).

Observemos que, D" F(x) # f(x) si y solo si Hmy, o+ Hy(z) # f(z) siy solo si,
aplicando la negacion de la definiciéon de limite,

existe 1, > 0 tal que para todo § > 0, existe h € (0,9) con |Hy(x) — f(x)] > n,.

De esto tltimo se sigue que existe un v§ € (x,x + h) N [a,b] tal que

F(uy) = F(x)

-z f(@)| > ne <= |F(vy) — F(2) = f(2)(v), —2)| > n.(vy —2) (2.1)

Teniendo esto en cuenta, consideremos A = {x € [a,b] : DT F(x) # f(z)}. Definimos
para n > 1, los subconjuntos de A,

A, ={x € A:n, >1/n},

Es suficiente demostrar que la medida exterior p*(A,) = 0 para todo n > 1. Dado
que A C |, - An, se tiene que

0 < p(A) < p* (U An> = 0.

neN

neN

Por lo tanto, p*(A) = 0, lo que implica que A es medible y u(A) = 0.

Fijemos pues un n. Sea ¢ > 0. Por definicién de integrabilidad de Henstock-Kurzweil
existe un calibre ¢ en [a, b] tal que

‘S(fﬂ— [ 1] =157 - )i <2

para toda P particion etiquetada y € por elegir.

La coleccion
Z=A[z,vi]:x €A, 0<h<i(z)},

es un recubrimiento de Vitali de A,,, ya que:

a) Para cada x € A,, existe un intervalo [z, vf] que lo contiene.

b) Los intervalos pueden hacerse arbitrariamente pequenios al tomar A — 0.

Por el Lema de Vitali, existe una coleccién finita de intervalos disjuntos {|¢;, d;] :
1 <i < ¢} tal que
q
p(An) < (di — ) +£/2,

i=1
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Cada (¢;, [¢;,d;]) es subordinado a d, pues [¢;,d;] € Z, por lo cual son de la forma
[z, v7] tal que 0 < h < d(x), y v} se eligi6 tal que vf € (z,x + h). Por tanto

[z,v5] C (xr —h,x+h) C (z—0(x),x + 0(x)),

justificando asi que (¢;, [¢;,d;]) es subordinado a §. Para cada intervalo [¢;, d;], se

tiene por (2.1) que
Ne,(di — ;) < |F(di) — Fe) — f(ei)(di — i)l

Por el Lema de Saks-Henstock, dado que n., > 1/n,

q q 1

D (di— i) <> —|F(di) = Fles) — f(ei)(di — i)

i=1 i=1 lei

< nZ |f(ei)(di — ¢;) — (F(d;) — F(c;))| < m- 28,

Tomando que € = o~ y que > ! | (d; — ¢;) < g/2.
Consecuentemente se tiene que

q

pi(An) <D (di—c)+e/2<e

i=1

Como € > 0 es arbitrario, se concluye que u*(A,) = 0.

El conjunto A = (J7 | A, es una unién numerable de conjuntos de medida cero, lo
que implica que p*(A) = 0.

De forma andloga, podemos probar que D~ F(x) = f(z) casi en todo punto, lo que
implica que F'(x) = f(z) casi en todo punto de [a, b].

(c) La medibilidad de f se deduce de (a), ya que una funcién continua es medible. W

Mostramos ahora condiciones bajo las cuales una funcion integrable en el sentido de
Henstock-Kurzweil también es integrable en el sentido de Lebesgue.

Teorema 2.13. Sea f : [a,b] — R integrable Henstock-Kurzweil en [a,b]. Entonces:
(a) Si f es acotada en |a,b], entonces f es integrable Lebesgue en [a,b].
(b) Si f es no negativa en [a,b], entonces f es integrable Lebesque en [a,b].

(c) Si f es integrable Henstock-Kurzweil en cada subconjunto medible de |a,b], entonces
f es integrable Lebesque en [a,b].

Demostracion.

(a) Si f esacotada en [a, b] e integrable Henstock, entonces f es medible por el apartado
(c) del Teorema [2.12, Como f es medible y acotada, f es integrable Lebesgue en
[a, b].
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(b) Sea F(x) = ff f la funcién primitiva de f, definida mediante la integral de Henstock.
Como f(xz) > 0 para todo z € [a,b], se tiene que para cualquier z1,zs € [a,b] tal
que z; < x9, la integral

F(xzy) — F(z) = /272 f(z)dx > 0.

Por lo tanto, F' es una funcion monoétona no decreciente. Sabemos también que F
es continua en [a, b] y derivable en casi todo punto. Como F’ = f, entonces F’ > 0
en casi todo punto.

Definimos F” = 0 en todo punto en que no estd definida. Consideramos la funcién
F :a,b+ 1] — R dada por

P {F(x), si x € [a,b],
F(b), sizelbb+1].

Definimos la sucesion de funciones

a(z) = F(z+ 11/;2 — F(a:)

Es claro que {gx} — F’ en casi todo punto x € [a,b] si k — ooy, dado que F es

no decreciente, se cumple que gi(x) > 0 y ademds, g; es medible no negativo para
todo k.

Entonces, aplicando el Lema de Fatou,
b b b b
/ |F'(x)| dz :/ F'(z) dx :/ lim gi(z) dx < h'minf/ gr(x) dx.
a a a0 k—oo k—oo a
Observamos que
b b b
/ gr(x) d:v:k/ Flz+3) d:z:—k/ F(x) dz.

Haciendo el cambio = + % = y, obtenemos

b+t b b+t at+t
k;/ F(x)dm—k/ F(az)dm:k/ F(:z:)da:—k/ F(z)dx =
a a b a

+
o+t
:F(b)—l/ik/ F(z)dx.

Claramente F' es continua en a. Sea ahora G(z) = [ F(z) dx, por el Teorema
Fundamental de Calculo para F' continua por la derecha, se tiene que G’ (a) = F(a),

luego
1 otz G(a+ 1) — G(a) ,
1/k / Fla)de = 1/k e G

Por tanto, recuperando lo anterior, se tiene

F(b) — 1/%: / " Ple) do —— F(b) ~ F(a).
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Luego,
b
| IF@ds < F) - Fla)
y asi F’ es integrable Lebesgue, y por tanto, f es integrable Lebesgue.

(c) Dividamos f en sus partes positivas y negativas:

fH(x) =max{f(z),0}, [ (z)=mix{—f(z),0}.

Dado que f es integrable Henstock-Kurzweil en cada subconjunto medible de [a, b],
se sigue que f*y f~ son integrables Henstock-Kurzweil en [a, b].

Por las partes (a) y (b), tanto f* como f~ son integrables Lebesgue. Como f =
f* — f7, concluimos que f es integrable en el sentido de Lebesgue en [a, b]. [ |

3.1. Funciones acotadas y la equivalencia de integrales

En la secciéon anterior se introdujeron los primeros resultados que relacionaban la
integral de Lebesgue con la de Henstock-Kurzweil. El siguiente lema nos asegura que si
una funcion es acotada y medible, dicha funcion es integrable Henstock-Kurzweil y es
integrable en el sentido de Lebesgue, ademas de que su valor de integral coincide.

Lema 2.14. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y medible. Entonces, f es integrable
en el sentido de Henstock-Kurzweil en [a,b] y se cumple que

o [r=w [ s

Demostracion. Sea M una cota para f y sea € > 0. Por el Teorema de Lusin, existe una
funcién continua g : [a,b] — R y un conjunto cerrado £ C [a,b] tal que, para £ > 0 por
elegir,

wu([a, b — E) < %, f(z) = g(x) para todo x € E, y M es una cota para g.

Como f(x) = g(z) en el conjunto cerrado F, se tiene que |f(z)—g(x)] = 0 en E. Ademas,
dado que f y g estédn acotadas por M, se cumple que |f(z) — g(x)| < 2M en todo [a, b].
Por tanto, dado que f y g solo difieren en el conjunto [a, ] \ F, se obtiene

b

@) [ 1@ -g@lde=@) [ |fa)-gla)lde < (2) [ 2Mde=20p(fa,b\E).
a [a,b]\E [a,b\E

Dado que g es continua y acotada en [a,b], es integrable en el sentido de Riemann. Por

tanto, también es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil. Aplicando el apartado

(a) del Teorema se tiene que g es integrable en el sentido de Lebesgue, luego existe

un calibre d; en [a, b] tal que

<éE

]s<g,7>> ~w) [ g

siempre que P sea una particién etiquetada de [a, b] subordinada a d;. Definimos el calibre
d en [a,b] como
5(x) = {mfn {61(x), p(z, E)}, siz€la,b]—F
o1 (), sixel.
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Si P es una particion etiquetada de [a, b] subordinada a § y P; el subconjunto de P con
etiquetas en [a, b] — F, por definicién de §, tenemos que

p(Py) < plla.b] — E) < 7.

Teniendo esto en cuenta, si P es una particién subordinada a ¢,

+\<L>/abg—<L>/abf

\su, P) - (L) / bf‘ < IS(f,P) - S(9,P)| + \s<g,7>> (1) / g

<2Mp(Py) + &+ 2¢
< HE.

Eligiendo € = %5 tenemos que

S(f.P) — (L) / fl<e.

Por lo tanto, la funcién f es integrable en el sentido de Henstock en [a, b] y se verifica que

<H>/abf=<L>/:f.

4. Integrales impropias e integral de Henstock

En el final del capitulo anterior vimos, mediante un ejemplo concreto, que funciones
como f(x) = \/LE para x # 0, f(0) = 0 en [0, 1], aunque presentan una singularidad en un
extremo del intervalo, pueden ser integrables Henstock. Esto nos sugiere que la integral de
Henstock-Kurzweil permite tratar funciones no necesariamente acotadas en los extremos
de su dominio.

En esta seccion formalizamos este fendmeno: presentamos un resultado que garantiza
la integrabilidad en todo el intervalo cerrado [a,b] a partir de la integrabilidad local en
subintervalos (a,b), siempre que las integrales en extremos converjan adecuadamente.
Este teorema proporciona un criterio practico para extender la integral de Henstock-
Kurzweil a situaciones donde aparecen comportamientos singulares en los extremos. Antes
de presentarlo, necesitamos un lema.

Lema 2.15. Sea f : [a,b] — R una funcién integrable Henstock-Kurzweil en cada inter-
valo [a,c] con ¢ € (a,b), y sea € > 0. Entonces existe un calibre 6 : [a,b) — (0,00) con la
siguiente propiedad: si ¢ € (a,b) y P es una particion etiquetada de [a,c] subordinada a
0, entonces

’S(f,P)—/acf‘<5.

Demostracion. La idea de la demostracion es dividir el intervalo [a,b) en subintervalos
lag, a1], [a1,as], ... que se van acercando a b. En cada subintervalo, como f es integrable
Henstock, podemos encontrar un calibre ¢,,. Luego bastard combinar todos estos calibres
en 0 definido en [a,b). Vedmoslo.
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Sea {a, } una sucesion creciente de puntos en (a, b) tal que lim,_, a, = b. Por ejemplo,
podriamos tomar a,, = a+(b—a)(1—1/n), de forma que ay = a. Para cada entero positivo
n, elegimos un calibre §,, definido en [a,_1, a,] tal que

\ (1P f‘

siempre que P sea una particién etiquetada de [a,,_1, a,]| subordinada a d,,.
Denotamos I,, = (a,_1,a,). Definimos entonces el calibre ¢ en [a,b) de la siguiente
forma:
min{d;(a),a; — a}, si x = a,

d(x) = ¢ min{d,(z), p(z,CI,)}, six €,
min{d,(an), dpi1(an), 0(1,), ((Ini1)}, Sl z = ay,.

donde CI, denota el complemento de I, es decir, CI, = [a,b] \ I, y p(z,CI,) es la
distancia de x al complemento de I,,, osea, la distancia del punto x al exterior del abierto
I,,. Dado que p(z,CI,) > 0 para todo = € E,, la funcién calibre ¢ siempre es positiva y
por tanto esta bien definida.
Sea ahora ¢ € (a,b) y supongamos que P es una particién etiquetada de [a, ¢] subordi-
nada a . Podemos suponer que todas las etiquetas de P son extremos de los subintervalos.
Elegimos un entero ¢ tal que a, < ¢ < a411. Notese que a,, es una etiqueta para cada

n=0,1,...,q,y que cada subintervalo de P esta contenido en algin intervalo de la forma
[a,_1,a,] para cierto 1 <n < g+ 1.
Para cada n = 1,2,...,q, definimos P,, como el subconjunto de P que contiene los

subintervalos contenidos en [a,,_1, a,]. Definimos ademds P,4; como el subconjunto de P
con subintervalos contenidos en [ay, c].

Cada P,, para 1 < n < ¢ es una subparticién etiquetada subordinada a 9,,, y Py41 lo
es respecto de d,41. Por el Lema de Saks-Henstock se tiene:

‘(fP f‘ S Py) f1 S(fPyi) — /f‘
1 9 13
<212_n+2q+1
< €

Teorema 2.16. Sea f : [a,b] = R una funcion integrable Henstock-Kurzweil en cada
intervalo [c,d] C (a,b). Si
d
|

converge a un limite finito cuando ¢ — a™ yd — b~ , entonces f es integrable en el sentido
de Henstock-Kurzweil en |a,b], y se tiene que

[1-m [

d—b~
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Demostracion. Demostraremos un caso particular del teorema. Supongamos que f es
integrable en el sentido de Henstock en cada intervalo [a, c] con ¢ € (a,b), y que existe el
limite .

lim / f=LeR.

c—=b~ J,

Veamos que f es integrable en el sentido de Henstock en [a, b] y se cumple que

[r=m [ s

El caso del extremo izquierdo a es completamente analogo, y el teorema general se deduce
combinando ambos casos. Sea ¢ > 0. Por el Lema [2.15, existe un calibre d; tal que, para
toda particién etiquetada P, de [a, ] subordinada a 4, se tiene

9
< -

strpa - [ 1] <35

Ademas, como f; f — L cuando ¢ — b™, existe n > 0 tal que

/ f—L‘ < %, para todo ¢ € (b —n,b).
Definimos el calibre ¢ : [a, b] — (0, 00) como

min{d;(z),b — z}, stz € [a,b),

o) =9 o {"m} siz=b

Sea ahora P una particién etiquetada de [a, b] subordinada a 6. Como b debe aparecer
como etiqueta, existe un subintervalo [c,b] C [a, b] en la particién tal que b—n < c <by
(b, [¢,b]) € P. Definimos la particién etiquetada

Po =P \ {(ba [Ca b])}
Entonces, usando la linealidad de las sumas de Henstock, tenemos

’S(fa P) - L’ = ‘S<f7 Pa) + S(fa {(b7 [67 b])}) - L‘
= |S(f,Pa) + f(0)(b—¢) — L

gkmmw/f+/7—4ﬂmww@
£ g 5_a ‘
<§+§+§—5

donde, para acotar |f(b)|(b — ¢), se usé la definicién del calibre en el punto b. En efecto,

al definir
5“*:mm{“3u+wﬂww}’

se garantiza que si P es subordinada a §, entonces el subintervalo correspondiente a la

etiqueta b cumple b — ¢ < 0(b) < =+——-~. Multiplicando esta desigualdad por |f(b)|, se
3(1+f@))
obtiene )|
€ €
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£ (0]

pues ————— < 1. Por tanto, la funcién f es integrable en el sentido de Henstock en

L+ [f(0)]
[ [

[a,b], y se cumple que
Ejemplo 2.17. En el ejemplo vimos que la funcion

1
—, siz € (0,1],
fla) =4 V=
0, six=0.

era integrable Henstock-Kurzweil en [0,1]. Veamos que podemos llegar a esto aplicando el
teorema anterior. Para cada subintervalo [c, 1] C (0,1], con ¢ > 0, la funcién es continua
y acotado, luego es integrable Riemann, y por tanto integrable en sentido de Henstock-
Kurzweil. Ademds, la integral fcl f converge a un valor finito cuando ¢ — 0%. Por tanto,
aplicando el teorema anterior, f es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil en todo
el intervalo [0, 1].



Capitulo 3

Teoremas de Convergencia

En esta seccién, veremos las mejoras que presenta la integral de Henstock-Kurzweil
respecto a los teoremas de convergencia. La integral de Lebesgue mejoraba el comporta-
miento de la integral de Riemann en este aspecto.

Para comenzar, veremos la definicién de sucesion de funciones integrables en el sentido
de Henstock-Kurzweil, y a continuacién, el Teorema de Convergencia Uniforme. Mas tarde
veremos qué significa que una sucesion sea P-Cauchy y cémo, gracias a este concepto, se
puede llegar al teorema de convergencia de Henstock, que proporciona una generalizacion
del teorema clasico de convergencia dominada en el contexto de la integral de Henstock-
Kurzweil [5]. En efecto, dicho teorema establece que si { f,, }52 ; es una sucesién de funciones
Henstock-integrables en [a, b], que converge puntualmente a una funcién f, y si ademads
{fn}55, es P-Cauchy, entonces f es integrable Henstock-Kurzweil y

[ =t [ 5

Este resultado no requiere la existencia de una funcién dominante ni hipétesis de
acotacion monotona, lo que lo convierte en una herramienta poderosa para tratar limites
de sucesiones de funciones que no encajan en los marcos de Lebesgue clésicos.

Para facilitar la lectura y evitar sobrecargar la notaciéon, a lo largo de este capitulo
nos referiremos a las sucesiones de funciones simplemente como {f,}, en lugar de como
{fn}22, salvo cuando sea necesario especificar el indice. Esta simplificacién no afectara la
precisién del contenido y se adoptara siempre que el contexto permita una interpretacion
clara.

1. Convergencia uniforme, dominada y monétona

Definicién 3.1 (Sucesién uniformemente integrable). Sea { f,} una sucesion de funciones
integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil definidas en [a,b]. Decimos que la sucesion
{fn} es uniformemente integrable en el sentido de Henstock en [a,b] si, para cada € > 0,
existe un calibre ¢ definido en [a,b] tal que

b
]8<fn,7>>—/ fl <

para todo n, siempre que P sea una particion etiquetada de [a,b] subordinada a 9.

35
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Teorema 3.2 (Convergencia Uniforme). Sea {f,} una sucesion de funciones integrables
en el sentido de Henstock definidas en [a, b] y supongamos que { f,} converge puntualmente
a f en [a,b]. Sila sucesion {f.} es uniformemente integrable en el sentido de Henstock
en [a,b], entonces f es integrable en el sentido de Henstock en [a,b] y se cumple que

[ 1=t [ 5.

Demostracion. Sea € > 0. Como la sucesion {f,} es uniformemente Henstock integrable
en [a, b], existe una particién etiquetada Py de [a, b] tal que

]8<fn,7>o>— / g,

€
< 3 para todo n.

Dado que {f,} converge puntualmente en [a,b], entonces se tiene que para todo £ > 0
existe N € N tal que

|fu(2) — f(z)| < %, para todo m,n > N y para todo z € [a, b].

En consecuencia, lo anterior se tiene evaluando en las etiquetas de la particiéon etiquetada,
luego podemos escribir

|S(fnsPo) — S(fm, Po)| < % para todo m,n > N.

/ fo = S(fur o)

< — — —_ =
3+3+3 ¢

Entonces,

fn /fm

b
1S Po) = S Po)] + ]S(fm,m [

para todo m,n > N. De ello se deduce que { fab fn} es una sucesion de Cauchy. Sea L el

limite de esta sucesién. Veamos que f; f = L. Sea € > 0. Por hipdtesis, existe un calibre
€
< — para todo n

d en [a,b] tal que
b
SUP) = [ 5 <5

siempre que P sea una particion etiquetada de [a, b] subordinada a ¢. Escojamos un entero

M tal que
b

Supongamos que P = {(&, [ti,tiz1]) : 0 < i < n} es una particién etiquetada de [a, b]
subordinada a §. Como {f,} converge puntualmente a f, existe un entero k > M tal que

€
< 3 para todo n > M.

3

para cada etiqueta &; de la particién. Esto implica que

n

D (&) = ful&)) (tisa — 1)

=0

S(f,P) = S(fw, P)| =
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Por lo tanto,

S(F.P)— 1| < rs<f,7>>—s<fk,7>>|+\sm,m— [ al+

e € €
<gtgt5=¢€

b
[
3733

Concluimos que f es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil en [a,b] y que

/f—nlzl; e

[ |

Recordemos que este teorema también es valido para la integral de Riemann. De hecho,
la convergencia uniforme preserva la integrabilidad en los tres marcos: Riemann, Lebesgue
y Henstock, lo cual no ocurre con otros teoremas de convergencia.

En efecto, los teoremas de convergencia mas potentes, como el de la convergencia
mondétona o el de la convergencia dominada, no son validos en el contexto de la integral
de Riemann, ya que requieren propiedades que la integral de Riemann no satisface.

Por el contrario, la integral de Henstock-Kurzweil, al extender tanto a la de Riemann
como a la de Lebesgue, permite formular y demostrar versiones generalizadas de estos
teoremas. Para poder probar estos teoremas, sera necesario un resultado clave, el Teorema
de FEgorov, una herramienta esencial en la demostracion del Teorema de la Convergencia
Dominada, tal como aparece en [5]. Para ello, introduciremos antes algunos conceptos
fundamentales de teorfa de la medida [3].

Teorema 3.3. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles definidas en E y sea f : E —
R. Si {f.} converge puntualmente a f en casi todo punto de E, entonces f es medible.

Demostracion. Dado que f,(z) — f(z) para casi todo x € E, existe un conjunto N C
tal que m(N) =0y fu.(x) = f(x) para todo x € E' = E'\ N. Queremos probar que f es
medible, lo cual equivale a probar que para todo a € R, el conjunto

{reE: f(z) <a}

es medible.

Dado que f,(z) — f(x) para todo x € E’, podemos utilizar una caracterizacién clasica
del limaite inferior punto a punto de una sucesion de funciones reales. Esta caracterizacion
establece que, si definimos

liminf f,(z) := lim (mf fr(z ))

n—00 n—oo \ k>n

entonces, para cualquier niumero real a, se cumple la siguiente igualdad de conjuntos

{r e E": llmlnffn <a}—Uﬂ{x€E’ fa(@) <a+1}.

k=1n=k

En nuestro caso, como f,(z) — f(z), se tiene que liminf f,,(x) = f(z), por lo que apli-
cando esta caracterizacién obtenemos

{a:EE’:f(x)<a}:Uﬂ{xEE’:fn(m)<a+%}.

k=1n=k
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Esta expresion nos permite describir el conjunto donde la funcién limite toma valores
estrictamente menores que a como una unién numerable de intersecciones, lo cual resulta
util para argumentos que requieren propiedades de medibilidad o aproximacién desde
funciones mas simples.

Cada conjunto {z € E' : f,(z) < a+ %} es medible, ya que f,, es medible por hipédtesis.
Las operaciones de uniéon numerable y de interseccion numerable preservan la medibilidad,
por lo que el conjunto

A={reF: f(x)<a}

es medible. Dado que = E'UN y N es de medida nula, se sigue que
{reFE:f(r)<a}=AUNN{z: f(z) <a})
es unién de conjuntos medibles, ya que N es medible. Por tanto, f es medible. [

Teorema 3.4. Si {Ez}fil es una coleccion numerable en M tal que E; C E; 1 para todo
1 entonces

p (U Ei) = lim g ()
o lo que es lo mismo,

lim o (U2, B — E;) = 0

1—00

Demostracion. Definimos A; = Fy, Ay = Ey\FEy, A3 = E3\Es y, en general, A; = E;\E;_4
para todo i > 2. Se verifican entonces las propiedades siguientes:

1. {A;}:2, es una familia numerable disjunta y A; € M.
2. Ul A = E,.
3. UR, A = U®, B

Entonces

p(UZ Ey) = p(UZ,4) = ZM (4;)

= lim Y p(4) = lim p (U A) = lim p(E,).
n—ro0 i—1 n—oo n—o0

Teniendo esto, la igualdad
lim ¢ (U2, B — E;) =0

1—00

es clara. [3] |

Teorema 3.5 (Teorema de Egorov). Sea E un conjunto medible de medida finita y sea
{fn} una sucesion de funciones medibles definidas en E. Si {f,} converge puntualmente
en casi todo punto de E a una funcion f, entonces para cada n > 0 existe un conjunto
medible H C E tal que u(E — H) <n y {f.} converge uniformemente a f en H.

Demostracion. La funcién f es medible por el Teoremal3.3] Sea B el conjunto de todos los
puntos x € E para los cuales {f,(z)} converge a f(x). Sea k un ntimero entero positivo.
Para cada entero positivo p, definimos

BY = {xEB Cfulx) = f2)] < % paratodonzp}.
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Entonces, cada conjunto By es un conjunto medible que cumple
p — pgrtl _ D ; _ RPy _
B'c B B L_JBk, v lim (B = BY) =0,

de donde la tltima igualdad se sigue del Teorema [3.4 Elegimos un entero p; tal que

1 (B — By*) < gk Esto produce una sucesion {B;*} de subconjuntos de B. Definimos
H =2, Bi*. Como

B—H=B-(\B=|]J(B-B"),
k=1 k=1
se obtiene que
o o0 /’7
w(E —H)=p(B—H) <> u(B- B <Zﬁ:
k=1 k=1

Ya tenemos la primera parte. Demostraremos ahora que {f,} converge uniformemente a

f sobre H. Sea ¢ > 0 y elijamos un entero positivo j tal que Jl < €. Supongamos que

n > p; vy x € H. Entonces, x € ij, y por lo tanto, |f.(x) — f(z)] < % < g, luego f,

converge uniformemente a f. |

Observacién. Bajo las hipdtesis del Teorema de Egorov, dado cualquier n > 0, existe un
conjunto medible H C E tal que f, — f uniformemente en H y u(E\ H) < n. Por la
reqularidad exterior de la medida de Lebesgue, existe un conjunto abierto O 2O E \ H tal
que u(0) <n. Como E\ H C O, se deduce que E\ O C H, y por tanto, {f,} converge
uniformemente a f en E\ O.

Ya con el Teorema de Egorov estamos cerca de poder enunciar y dar la prueba del
Teorema de Convergencia Dominada y el Teorema de Convergencia Mondtona aplicados
a la integral de Henstock-Kurzweil. Para ello es necesario un lema, cuya demostracion
puede ser encontrada en el Lema 4.11 de [5].

Lema 3.6. Sea f : [a,b] — R wuna funcion acotada y medible. Si definimos F(x) =
L) [T f para cada x € [a,b], entonces F' es absolutamente continua en [a,b], y se cumple
que F' = f en casi todo punto [a,b].

Teorema 3.7 (Teorema de Convergencia Dominada). Sea {f,} una sucesién de funciones
integrables en el sentido de Henstock definidas en |a,b], y supongamos que { f,} converge
puntualmente a f en [a,b]. Si existen funciones integrables en el sentido de Henstock g y
h en [a,b] tales que

g< fu<h enlab]l, paratodon,

entonces {fn} es uniformemente integrable en el sentido de Henstock en [a,b]. Como
consecuencia, la funcion f es integrable en el sentido de Henstock en [a,b] y se cumple
que

[r= o [ 5
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Demostracion. Por hipétesis, g y h son integrables en el sentido de Henstock en [a, b], por
lo que su diferencia ¢ := h — g también lo es. Por el apartado (c) del Teorema , toda
funcion integrable en el sentido de Henstock es medible, luego ¢ medible. Aplicando el
apartado (c) del Teorema , concluimos que ¢ es integrable en el sentido de Lebesgue en
[a, b]. Esto nos permitird usar teoremas aplicados a la integral de Lebesgue més adelante.
Ademas, dado que f,(z) € [g(z), h(z)] para todo n, se cumple que

|fn — fm| < ¢ para todo m,n.

Por el Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Lebesgue, la funcién f — f;
es integrable en el sentido de Lebesgue en [a, b] y se cumple que

b b
[=p=tim [ n).
- converge. Sea £ > 0 por elegir. Consideremos la
n=1

‘I’<x):/j¢

que es absolutamente continua en [a, b] por el Lema por tanto existe n > 0 tal que

En particular, la sucesion { fab fn}

funcién

q

Z (P (di) — @ (i)

=1

<é€

siempre que {[c;, d;] : 1 <i < ¢} sea una coleccién finita de intervalos disjuntos etiquetados
en [a,b] que satisfaga > 7 | (d; — ¢;) <.

Por la observacién del Teorema de Egorov, existe un conjunto abierto O C [a, b] con
1(O) < n tal que la sucesién { f,,} converge uniformemente a f en [a,b]\ O. Por otro lado,
como { f,} converge a f en L'([a,D]), la sucesién es de Cauchy. Por tanto, existe un entero
N € N tal que para todo n,m > N, se cumple

[n—l%n

Sea el calibre d4 en [a,b] tal que

<& vy |fulz)— fu(x)] <& paratodo x € [a,b] \ O.

<&

‘&¢m—£ﬂ<éy‘&mm—l%1

para 1 < n < N siempre que P sea una particién etiquetada de [a,b] subordinada a d.
Definimos un calibre § en [a, b] como

(@) = {@(@, siz € la,b]— 0
min {J,(z), p(x,CO)}, sizx €O

Supongamos que P es una particién etiquetada de [a, b] subordinada a § y fijemos n > N.
Sea P; el subconjunto de P que tiene etiquetas en [a,b] — O y definimos Py = P — P;.
Partimos de la desigualdad:

-~ -~

I II

Estimamos cada término por separado:
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1. Estimacién del término I: Como P; contiene sélo etiquetas en [a,b] \ O, y f, — f
uniformemente fuera de O, se tiene:

|fu(z) — fn(z)] < € paratodo x € [a,b] \ O.
Entonces:

I= Z (fn(&) — fn(&))(di — ci)| < Eu(Pr) < E(b— a).

(&i)[ci,di])EPr

2. Estimacién del término II: Para Py, se cumple que |f,(z) — fy(2)| < ¢(x), luego:

I1< Z (&) (di — ci)| = |S(, P2)|.

(&i)[ci,di]) P2

Dado que ®(z) := faw ¢ es absolutamente continua y p(P2) < n, se tiene:

S (@(d) - B(er)| < = [0(Py)| < &

(&is[cirdi])EP2
Descomponemos y estimamos teniendo lo anterior

I < [S(), Po)| = [(P2)+(S(¢, P2) = ©(P2)) | < |S(, P2) — B(Po)| + |(P)| < 2¢.
L ! )

s

11, <& <&
donde para acotar II; hemos usado el Lema de Sacks-Henstock.

Por tanto, tenemos que

IS(fn, P) = S(fn,P)| <T+1l < &(b—a) +25=E&0b—a+2).

abe—/abfn

Finalmente, aplicando todo lo que ya tenemos
b
SP) - [ 5

y eligiendo € =

b
< 1S(fuP) — SUw.P)| + \8<fN,7>> - [+
<éb—a+2)+cé+é=E(b—a+4)

tenemos que

‘ (fur P /fn

Tomando limite a esto ultimo se tiene que

[ 1=t [ 5.

a+4

[ |
Del teorema anterior, se permite dar una prueba relativamente sencilla del Teorema
de Convergencia Mondtona.
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Teorema 3.8 (Teorema de Convergencia Mondétona). Sea {f,} una sucesion mondto-
na de funciones Henstock integrables definidas en |a,b] y supongamos que {f,} converge
puntualmente a f en [a,b]. Si lim, fab fn es finito, entonces {f,} es uniformemente
Henstock integrable en [a,b]. En consecuencia, la funcion f es Henstock integrable en

[a,b] y se cumple que fabf = limy 00 f: Ja-

Demostracion. Supongamos que la sucesién { f,,} es no decreciente. Para cada n, la funcién
fn — f1 es no negativa e integrable en el sentido de Henstock en [a, b]. Se sigue que cada
una de estas funciones es integrable en el sentido de Lebesgue en [a, b].

Por el Teorema de Convergencia Mondtona para la integral de Lebesgue, la funcion
f — fi1 es integrable en el sentido de Lebesgue en [a, b]. Se concluye que f = (f — f1) + fi
es integrable en el sentido de Henstock en [a,b]. Dado que f; < f, < f en [a,b] para
todo n, la sucesién {f,} es uniformemente integrable Henstock en [a,b] por el Teorema

de Convergencia Dominada, y ademés fff = lim,, o0 fab fn- [ |

2. Sucesion P-Cauchy.

La nocién de una sucesion P-Cauchy permite establecer un tipo de convergencia lo-
calizada que permite trabajar con sucesiones de funciones que no necesariamente son
uniformemente convergentes, pero cuya convergencia es suficiente para garantizar la inte-
grabilidad de la funcién limite. Este concepto se utiliza en el desarrollo de resultados de
convergencia bajo condiciones mas débiles que las que se requieren para la convergencia
uniforme o la convergencia dominada. En particular, las sucesiones P-Cauchy generali-
zadas permiten abordar casos en los que el conjunto de convergencia no es global, sino
que puede descomponerse en subintervalos sobre los cuales las sucesiones cumplen con la
propiedad de Cauchy.

Definicién 3.9. (Sucesion P-Cauchy) Sea {F,}>° | una sucesion de funciones medibles
definidas en [a,b] y sea E C [a,b] un conjunto medible. Se dice que la sucesion {F,}°,
es P-Cauchy en E si converge puntualmente en E vy si, para cada € > 0, existe un calibre
0 definido en E y un entero positivo N tales que

|Fn(P) — Fn(P)| < &

para todos m,n > N, siempre que P sea una particion etiquetada E-subordinada a 0.

Asimismo, se dice que la sucesion {F,}>°, es P-Cauchy generalizada en E si el con-
Junto E puede expresarse como una union numerable de conjuntos medibles, en cada uno
de los cuales {F,}22, es P-Cauchy.

Lema 3.10. Sea f : [a,b] = R y sea E C [a,b]. Si u(E) = 0, entonces para cada € > 0
existe un calibre 6 sobre E tal que S(|f|,P) < e siempre que P sea particion etiquetada
E-subordinada a §.

Demostracion. Sea € > 0. Consideremos
Ap ={r € E:[f(x)| # 0}.
Entonces, si definimos

L={reE:n—1<|f(z)] <n},
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los conjuntos A% son disjuntos dos a dos y verifican
Ap=|JAp, donde p(Af) < p(Ap) < p(E) =0.

De manera que los A% y Ap son medibles por la completitud de la medida, y tienen
medida nula. Como cada A%}, tiene medida nula, podemos tomar O,, abierto tal que

Ap C O,y pu(On) <&,

para &, por elegir. Definimos el calibre

5(z) = {1, si x € [a,b]\Ag,

p(z,COp) . n
Beo=ns six e A

Si P = {&;, I;} es una particién etiquetada F-subordinada a d, entonces:

S(|f,P) = Z | (&) (L Z | f (&) (L

gieE\AE &EAR
= > (&) L) ZZU&IM
&EAR n=1 EZEA
S WD SITIED STCAED Sren
n=1 fieA% n=1 n=1
Por tanto, eligiendo
~ €
En non’
se tiene que
S(If,P) <e

Lema 3.11. Sea {f,}>°, una sucesidn de funciones integrables en el sentido de Henstock

definidas en [a,b]. Definimos
s

para cada n, y suponemos que la sucesion {f,}>2, estd acotada puntualmente en |a,b].
Sea Z un subconjunto de [a,b] de medida nula. Si la sucesion { f,}5°, es P-Cauchy gene-
ralizada en Z, entonces, para cada € > 0, existe un calibre 6 en Z tal que

[Fn(P) < e

para todo n, siempre que P sea una familia de intervalos etiquetados disjuntos de Z-
subordinada a 9.

Demostracion. Sea € > 0. Por hipétesis, existen un entero positivo N y un calibre ; en
Z tales que
|F.(P) — F(P)| < €

para todos m,n > N, siempre que P sea una particiéon de Z subordinada a d;.
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Como la sucesion { f,,} esta acotada puntualmente en Z, existe una funcién g : [a, b] —
R tal que
|fu(z)] < g(x) paratodo x € Z y para todo n € N.

En particular, podemos tomar g(z) = sup,, | f.(z)|, que esta bien definida y finita en cada
punto de Z.

Como Z es de medida nula, el Lema [3.10] aplicado a la funcién g garantiza que, dado
£ > 0, existe un calibre 0y definido en Z tal que, para toda particion etiquetada P Z-
subordinada a ds,

S(g,P) <é.
Como | fn(z)| < g(z) para todo n, se tiene la desigualdad

IS(fn, P)| < S(If0l,P) < S(g,P) <&

Por la definicién de la integral de Henstock, existe un calibre § en [a, b] tal que § < 09
en Z'y
|S(fn, P) = Fu(P)| < €

para 1 <n < N, siempre que P sea particién etiquetada subordinada a 9.
Ahora supongamos que P es una particion etiquetada Z-subordinada a . Entonces,
para 1 < n < N, se tiene

[Fn(P)] < |Fo(P) = S(fn, P)| +[8(fn, P)| < €46 =22
Asimismo, para n > N, aplicando que {f,} es P-Cauchy y lo anterior,
|FL(P)| < |Fo(P) — Fy(P)| + |Fn(P)| < €+ 26 = 3¢
Sea ¢ > 0, eligiendo & = £, tenemos que
[Fn(P)l < e
justo como queriamos probar. [ |

Lema 3.12. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles definidas en [a,b]. Si {f,} con-
verge puntualmente a f en [a,b], entonces existe una sucesion {Ey} de conjuntos cerrados
tal que { f,} converge uniformemente a f en cada Ey, y el conjunto [a,b] —J;—, E) tiene
medida nula.

Demostracion. Aplicando el Teorema de Egorov, para cada k € N, existe un conjunto
medible H}, C [a, b] tal que x([a,b]\H}y) < 5 y la sucesién {f,} converge uniformemente
a [ en Hy. Por el apartado (c) del Teorema existe un conjunto cerrado Ej, C Hj, tal
que p (Hp\Ey) < 5. Entonces

1 1 1

K ([avb]\Ek) =K ([(L, b]\Hk) + N(Hk\Ek;) < % + % = E

y como Ey C Hy, la sucesion {f,,} también converge uniformemente a f en Ej. Dado que

1 ([C%b] - UE> < p([a,b] = Ex) <

para todo k, se sigue que

x| =

1 ([a,b] - U Ek) = 0.

k=1
Por tanto, { )} es la sucesién buscada de conjuntos cerrados. |
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Lema 3.13. Sea {f,} una sucesion de funciones integrables Henstock-Kurzweil definidas

en [a,b]. Definimos
Fie)= [ £

para cada n, y suponemos que { fn,} converge puntualmente a f en [a,b]. Si la sucesion
{fn} es P-Cauchy generalizada en [a,b], entonces eziste una sucesion creciente {Ey} de
conguntos cerrados en |a,b] tal que u(Z) =0, donde

Z =a,b) - | ) Ex.
k=1
y para cada k, la sucesion { f,}5°, converge uniformemente a f en Ey y la sucesion {f,}

es P-Cauchy en Ej.

Demostracion. En primer lugar, escribimos

[(l, b] - U Ak7
k=1

donde cada Ay es medible y la sucesion {f,} es P-Cauchy en Ay, por hipdtesis. Luego,
aplicamos el Teorema de Egorov para escribir

[a,0] = | B; U 2o,

=1

donde cada Bj; es medible, la sucesién {f,} converge uniformemente a f en cada B;, y
w(Zy) = 0, por el Lema m Para construir conjuntos en los que se verifiquen simultanea-
mente ambas propiedades, convergencia uniforme y ser P-Cauchy. Consideramos, para
cada par (j,k) € N2, los conjuntos

CjJC = Bj N Ay

En cada Cjj, la sucesion {f,} converge uniformemente a f (pues C;, C Bj), y es P-
Cauchy (pues Cj;, C Ag). Ademds, se tiene

[CL, b} = (U B]> N (U Ak) U ZQ = U CjJ{; U ZQ.
j=1 k=1 Jk=1

Puesto que la familia {C}};ren estd doblemente indexada, la reducimos a una unica
sucesion mediante una enumeracién de los pares (7, k): definimos
Chn = Cjn) k(n),

para alguna biyeccién n +— (j(n), k(n)). De este modo, obtenemos una sucesiéon {C, }>2
de conjuntos medibles tal que, en cada C,, la sucesién {f,} converge uniformemente a f
y es P-Cauchy. Asi, podemos reescribir

[a,b] = G CnUZO,

n=1
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donde u(Zy) = 0. Aplicando el apartado (c) del Teorema [2.6] para cada n podemos
escribir,
c,=JD,uz,
i=1

donde {D:} C C,, es una sucesién creciente de cerrados tal que p (C,\ U, D5) = u(Z,) =
0. Finalmente, definimos

k 0o
E,:=|J Dt Z=2Ul]Z.
n=1 n=1

Cada E}, es un subconjunto cerrado de [a, b claramente se tiene que E, C Ej,; para
s Yy +

todo k, es decir, la sucesiéon {Ey} es creciente. Por construccion, en cada Fy, la sucesion

{fn} converge uniformemente a f y es P-Cauchy, mientras que p(Z) = 0, como queriamos

ver. [ |

Teorema 3.14. Sea {f,} una sucesion de funciones integrables en el sentido de Henstock
definidas en [a,b]. Definimos
Fa)= [ £

para cada n, y suponemos que {f,} converge puntualmente a f en [a,bl.
Entonces, la sucesion {f,} es uniformemente integrable en el sentido de Henstock en
la,b] siy solo sila sucesion {F,} es P-Cauchy generalizada en [a,b].

Demostracion. Supongamos primero que la sucesiéon { f,,} es uniformemente integrable en
el sentido de Henstock en [a, b]. Veamos que la sucesién {F, } es P-Cauchy generalizada en
la, b]. Por el Teorema de Convergencia Uniforme, la sucesion { f,,} converge puntualmente
en [a,b]. Para cada x € [a, b], definimos

M, = sup {[fn(z)[},
y para cada entero positivo k, definimos el conjunto
Ey={z€a,b]: k—1< M, <k}.

Notese que cada funcién f,, es integrable en el sentido de Henstock, por tanto es medible
en el sentido de Lebesgue. Entonces, también lo es |f,|, v por tanto la funcién

M (z) := sup | fn(2)]
es medible como supremo de funciones medibles. En consecuencia, el conjunto
Ey:={xe€la,b : k—1< M(z) <k}

es medible. Ademas, se cumple que

[(1, b] = U Ek
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Por tanto, basta con demostrar que la sucesién {f,} es P-Cauchy en cada conjunto E.
Fijamos k y sea ¢ > 0. Sea € > 0 por elegir. Por hipétesis, existe un calibre d; en [a, b] tal
que

|S(fn, P) = Fu(P)| < €

para todo n y toda particién etiquetada P subordinada a d;.

Aplicando la observacién del Teorema de Egorov, existe un conjunto medible Hy C Ej
tal que pu (Fx\Hg) < €/k y {fn} — f uniformemente en Hy. Denotamos Oy := Ej\Hy,
de modo que u(Oy) < é/k y {fa} converge uniformemente a f en E;\Oj. Elegimos un
entero positivo N tal que

|fn(x) — fi(z)] < € para todo m,n > N y todo x € Ej. \ Oy.
Definimos la funcién d como

(5(3;‘ o 51(.17), Si$€Ek\Ok,
| min{éy(z), p(x,CO)}, siz € E,NO.

Supongamos que P es una particién Eji-subordinada a 6 y que m,n > N. Sea P; el
subconjunto de P cuyas etiquetas pertenecen a Ej \ O y sea P, = P\ P;. Entonces

EA(P) = Fu(P)] < [Fu(P) = S(fu P)| +[S(fu P) = S(funs )|+ [S(fns P) — Fu(P)].

I II IIT

Estimamos cada término por separado:
s [y III: Como ¢ < d; en todo punto, por hipotesis se tiene
I<e y II<eg,
lo cual se tiene por ser {f,} sucesién uniformemente integrable.

= [I: Descomponemos la suma en dos partes segin las etiquetas de la particion:

|$(fn7,P> - S(fmap)‘ < iS(fn7P1) - S(fm"Pl)/‘—l—’\S(fn"PQ) - S(fm;,PZ)/‘

v Vv
Hl HQ

e II;: Como en los puntos etiquetados de P; se cumple |f,(x) — fi(2)] < €,
tenemos

=] Y (fal&) = ful&)di — )| <&-u(P1) <E(b—a).
(&[ci,ds])EPL

e II,: Por construccion, si x; € Oy N Ey, entonces |fn(x;)| < ky |fm(z)] < k
(por definicién de Ej). Luego,

€ .
< D &)= fn(€)l(di—c) < 26 u(Py) < 2K-p(Op) < 2k = 26,
(fiy[ci,di])EPQ

Por tanto,
IT<é&(b—a)+2¢.
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Finalmente, sumando todas las estimaciones

|Fu(P) — Fo(P)| < T+ T+ T < &+ &(b — a) + 28 = (b — a + 3).

€
b—a+3

Por tanto, eligiendo € = se tiene que

|F.(P) — F(P)] < e.

Esto prueba que la sucesion {F),} es P-Cauchy en Ej. Como [a,b] = |J, Ek, concluimos
que {F,} es P-Cauchy generalizada en [a, b].

Supongamos ahora que la sucesién {F,} es P-Cauchy generalizada en [a, b]. Elegimos
una sucesién creciente de conjuntos cerrados { E;} como en el Lema [3.13] y definimos

Z = [a,b]\ | Ex.

Sea € > 0 y definamos, para cada entero positivo k,

c- 27]671

gk:b—a+2'

Para cada k, elegimos un entero positivo my, y 9;, calibre en Ej tal que

| fm(z) — fu(z)] < er  para todo m,n > my y todo x € Ey,

‘Fn<lp> - Fm(P)‘ < &g

para toda particion P Ej-subordinada a d, siempre que m,n > my. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que la sucesién {my} es creciente.
Para cada k, existe un calibre d; en [a, b] tal que 6 < J;. en Ej y

|S(fn,P) — Fu(P)| <er paran=1,2,... my,

siempre que P sea subordinada a dy.

Finalmente, aplicando los Lemas y .10} existe un calibre 0, definido en Z tal
que
€ €
4 4
para todo n, siempre que P sea una particion con etiquetas en Z subordinada a .
Definimos Ey = (), y consideramos un calibre ¢ en [a, b] dado por:

S P) <7 v [Fu(P)] <

5(1") _ 5k(l‘), S? r ek \ E,_q,
dz(x), size Z.

Sea P una particién etiquetada de [a,b] subordinada a 0, y fijemos n. Definimos las
subparticiones etiquetadas

Py=A{(x,])eP:xeZ}, v Pr.={(x,])€P:x€E,\Ey1},
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para cada k. Entonces tenemos:

[S(fnsP) = Fa(P)| < D 18(fus P) = FalPi)l + [S(fns P2)| + | Fu(P2)]
k=1

< DI Pe) = Fu(PO] + 5.
k=1

Fijamos ahora k. Si n < my, entonces, por la eleccién de dy, se cumple que:

|S(fn, Pr) — Fn(Pr)| < €k-
Si por el contrario n > my, entonces:

+ | Fy, (Pr) — Fn(Pr)|
<ep(b—a)+e,+eg =¢.27F 1

De ello se deduce que:

[S(fus P) = Fu(P)| < D IS(far Pr) = Fu(Pe)] + g <> e % =e.

k=1 k=1

Por tanto, la sucesiéon {f,} es uniformemente integrable en el sentido de Henstock en
[a, b]. ]

El teorema anterior, podemos reescribirlo en lo que llamaremos como el Teorema de
Convergencia de Henstock.

Teorema 3.15 (Teorema de Convergencia de Henstock). Sea {f,} una sucesion de fun-
ciones integrables en el sentido de Henstock definidas en [a,b]. Definimos

=/:fn

para cada n, y suponemos que { f,} converge puntualmente a f en [a,b]. Si la sucesion
{F.} es P-Cauchy generalizada en [a,b], entonces f es integrable en el sentido de Henstock
en [a,b] y se cumple que

/ f= lim fn
n—o0
El ejemplo mas simple de una sucesion que no satisface las hipotesis ni del Teorema

de Convergencia Mondtona ni del Teorema de Convergencia Dominada para la integral
de Lebesgue es el siguiente. Definamos la funcién

Fla) = T sm(é), si0<ax <1,
0, six=0.

Para cada entero positivo n, definimos la funcién

o
&
IA
8

— 3\'“_‘

=
&
I
S|— @
[N
S
VA
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Entonces, la sucesion {f,} converge puntualmente a F’ en [0, 1] y se verifica que

1 1
/ F'(z)dz = lim fn(z) dx.
0 n=ee Jo

Es facil comprobar que tampoco se cumplen las hipétesis del Teorema de Convergencia
Mondtona ni del Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Henstock-Kurzweil,
por lo que ninguno de estos teoremas es aplicable.

Sin embargo, como muestra el siguiente teorema, esta sucesion es uniformemente in-
tegrable en el sentido de Henstock en el intervalo [0, 1].

Teorema 3.16. Supongamos que f es integrable Henstock-Kurzweil en [a,b] y sea {a,}
una sucesion decreciente de puntos en el intervalo (a,b) tal que lim,, ., a, = a. Entonces,
la sucesion de funciones {f,} definida por

0, sia < T < ay,
falz) = {

f(x), sia, <z <D,
es uniformemente Henstock-integrable en [a, b).

Demostracidn. Sea F(x) = [7 f para cada z € [a,b]. Como F es continua en [a,b] y [a, b]
es compacto, F' es uniformemente continua. Por tanto, dado € > 0, existe n > 0 tal que

|[F(y) — F(z)] <e sily—a|<n.

Sea 0 un calibre definido en [a, ] tal que §(x) < n para todo = € [a,b] y tal que, si P es
una particién etiquetada de [a, b] subordinada a ¢, entonces

b
‘S(f,P)—/ f’ <e.

Fijado n, sea P una particién etiquetada de [a,b] subordinada a 0, y consideremos el
subconjunto P, formado por aquellos subintervalos cuyos puntos etiquetados pertenecen
al intervalo [a,,b]. La unién de los subintervalos en P,, es un intervalo de la forma [y, b],
con |y —a,| < n, ya que §(x) < n para todo z. Aplicamos ahora el Lema de Saks-Henstock
para obtener

‘S(fn,m— / ',

b [

< [S(f,Pn) = F(Pp)| + [F(y) — Fan)|
<e+4e=2e.

Como esta estimacién es valida para todo n natural y toda particién subordinada a 4, se
concluye que la sucesién { f,,} es uniformemente integrable Henstock-Kurzweil en [a, b]. B



Capitulo 4

Funciones ACGj e integral de
Henstock

Dada una funcién F' : [a,b] — R, es conocido que para la integral de Lebesgue las
siguientes condiciones son equivalentes (véase [4, p. 102]):

(a) F' es absolutamente continua en [a, b].
(b) F(x)— F(a) = [ f(t)dt para algin f € L*([a,b]).

(c) F es derivable en casi todo punto de [a,b], F" € L'([a,b]), y se cuample que F(z) —
F(a) = [T F'(t)dt.

Conocido este resultado, es razonable plantearse si esta version del segundo Teorema
Fundamental del Célculo es la més general posible. En esa direccién, se puede demostrar
que si F' es continua en [a,b], su derivada existe en todo [a,b] salvo en un conjunto
numerable, y si F” es integrable, entonces F' es absolutamente continua. Por tanto, por la
caracterizacion anterior, se cumple que

F(z) — Fa) = / P dt,

como se muestra en la proposicion 6.3.10 de [2].

Cabria plantearse la posibilidad de debilitar las condiciones. En particular, podriamos
estudiar qué ocurre si eliminamos la hipétesis de integrabilidad de F’, y la reemplazamos
por pedir unicamente la finitud de F’ en cada punto de [a, b].

Un ejemplo clésico, extraido del ejemplo 6.1 [6], muestra que

f(x) _ {[B2 Sin (#) , Si O <z S 1’

0, sixz =0,

define una funcién continua en [0, 1] cuya derivada F’ es finita en cada punto de [0, 1],
pero, sin embargo, F’ ¢ L'([0,1]). De modo que la férmula

F(l)—F(O):/O F'(z) do

no se verifica.
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Tampoco es factible mantener la integrabilidad de F” y debilitar su regularidad asu-
miendo Unicamente que F' es continua en [a, b] y diferenciable en casi todo punto de [a, b],
como se evidencia en el ejemplo 8.20(b) de [§].

En este capitulo vamos a ver que la integral de Henstock-Kurzweil se caracteriza por
una propiedad més general que la continuidad absoluta.

1. Funciones AC; y ACG;

Definicién 4.1 (Funcién continua absolutamente respecto a un calibre). Sea F': [a,b] —
R, sea E C [a,b]. Decimos que la funcion F € ACs es absolutamente continua en E
respecto a 6 si, para cada € > 0, existen un numero positivo n y un calibre § sobre E tales
que se cumple que |F(P)| < e siempre que P sea E-subordinada a § y u(P) <.

Definicién 4.2 (Funcién continua absolutamente generalizada respecto a un calibre).
Sea F : [a,b] — R, sea E C [a,b]. Decimos que la funcion F € ACGs es continua
absolutamente generalizada en E si E puede escribirse como una union numerable de
conjuntos, sobre cada uno de los cuales la funcion F' es ACs en E, para todo n € N.

Observaciéon. De acuerdo con las definiciones, podemos decir que:
ACs C ACGg.

Esto se debe a que si F' es ACs en E, podemos escribir E como la union numerable del
mismo conjunto E repetido infinitamente (por trivialidad de la union numerable). Dado
que F' es ACs en E, también lo es en cada subconjunto de la union, por lo que F € ACGy.

Podemos relacionar estas nociones con AC', la continuidad absoluta clésica. Recorde-
mos que una funcién F : [a,b] — R es absolutamente continua si, para todo € > 0, existe
ne > 0 tal que, para cualquier coleccién finita de intervalos disjuntos dos a dos {(ax, bx)}
en [a, b, se cumple

dols—al <o = D |F(b) = Flay)| <e.
k k

Esta definicién implica que una funciéon absolutamente continua en el sentido clasico
también es AC5, ya que tomando el calibre §(x) = n. (constante para todo z € FE),
donde 7. es el § de la definicion clasica. Asi, la condicién de subordinacion a d se satisface
automaticamente, y la implicacién

pP)<n = |F(P)| <e
coincide con la definicion tradicional. Por tanto, podemos decir que
AC C ACy,

sin embargo, el reciproco no es cierto, pues existen funciones ACs que no son de AC.
Dado esto, podemos establecer la siguiente jerarquia de clases de funciones:

AC C ACs C ACGs.

Es razonable pensar que las funciones que son ACGjy son funciones continuas. El siguiente
lema afirma esto.
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Lema 4.3. Si I : [a,b] - R es ACGj en [a,b], entonces F' es continua en [a,b].

Demostracion. Sea [a,b] = |J -, E, donde F es ACjs en cada E,. Sea ¢ € [a,b]. Como c¢
pertenece a al menos uno de los conjuntos F,, fijemos un E, tal que ¢ € E,. Sea ¢ > 0.
Como F es ACs en F,,, existen 7 > 0 y un calibre 0 definido en E,, tales que para cualquier
particién etiquetada P de E,, subordinada a § con medida u(P) < n, se cumple:

IF(P)| < e.

r

Definimos r = $ min{d(c), n}. Consideramos z € (c — £,

P={(c[z. )}

Esta particion estd subordinada al calibre § porque la etiqueta c cample 6(c) > 7. Ademds,
su medida es 5 < J <, por lo que satisface la condicién de AC;. Entonces, aplicando la
propiedad de ACj, si [z — ¢| < § entonces

¢) de manera que |z —c| < %y

|F(z) — F(c)| < e.

Analogamente llegamos a lo anterior si z € (c,c + §). Esto implica que F' es continua en
¢y como c es arbitrario en [a, b], concluimos que F' es continua en [a, b]. [ |
Antes de llegar a la caracterizacién, es necesario el siguiente lema.

Lema 4.4. Sea F : [a,b] — R una funcién ACs en [a,b] y sea E C [a,b]. St u(F) = 0,
entonces para cada € > 0 existe un calibre § sobre E tal que |F(P)| < € siempre que P
sea particion etiquetada subordinada a 0 en E.

Demostracion. Sea E = J,— | E,, donde los conjuntos E,, son disjuntos dos a dos y F es
ACjs en cada conjunto E,. Sea ¢ > 0. Para cada n, existe un calibre §,, sobre FE, y un
nimero positivo 7, tal que |F(P)| < £/2" siempre que P sea subordinada a §, en E, y
1(P) < .

Para cada n, elegimos un conjunto abierto O, tal que E,, C O,, y u(O,,) < n,. Defini-
mos el calibre §(z) = min {d,(z), p(x,CO,)} para z € E,.

Supongamos que P es subordinada a é en E. Sea P, el subconjunto de P que tiene
etiquetas en £, y notemos que u(P,) < u(O,) < n,. Por lo tanto, tenemos

IF(P)| = | _F(P,)| <Y |F(P)| < ZQ_n — gzz_n .
n=1 n=1 n=1 n=1
Esto concluye la demostracién. u

2. Caracterizacion de la integral de Henstock

Ahora ya estamos en condiciones de introducir la caracterizacion. El teorema nos
dice que las funciones integrables Henstock-Kurzweil son exactamente aquellas que son
derivadas de funciones ACGj.

= Por un lado, si f es integrable Henstock-Kurzweil, podemos construir una funcion
F(zx) = f; f que es ACGs y cuya derivada F’ coincide con f en casi todo punto.

= Por otro lado, si existe una funcién F' de tipo ACGjs tal que F' = f casi en todo
punto, entonces f es integrable Henstock-Kurzweil.
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Teorema 4.5. Una funcion f : [a,b] — R es integrable Henstock-Kurzweil en [a,b] siy
solo si existe una funcion F € ACGjs tal que F' = f casi en todo punto de [a,b].

Demostracion. Supongamos primero que f : [a,b] — R es integrable Henstock en [a, 0]
y sea F(z) = [7 f para cada x € [a,b]. Por el Teorema [2.12| F' es derivable y de hecho

F’ = f en casi todo punto de [a, b]. Para cada entero positivo definimos
E,={x€la,b]:n—1<|f(x)] <n}.

Es claro que [a,b] = |U,—, E,. Ahora veamos que F € ACs en cada conjunto E,. Esto
probard que F' € ACGs. Para ello, fijemos n. Sea ¢ > 0. Para € > 0 por elegir, tenemos
que como f es integrable en [a, b] existe un calibre § sobre [a, b] tal que

b
IS(fJ’)—/ fl<é

para toda particién P etiquetada de [a, b] subordinada a §. Como para cualquier particién

P de [a,b] tenemos que F(P) = fab f, lo anterior, de hecho, nos dice que para toda
particién etiquetada P subordinada a ¢,

IS(f,P)—F(P)| <& (4.1)

Sea n = % Supongamos que P es E,—subordinada a 6 y que p(P) < 7. Teniendo en
cuenta (4.1)), utilizando el Lema de Saks-Henstock tenemos que:

[F(P) < [F(P) =S, P)| +IS(f, P)| <&+ [S(f,P)I-

Como P es E,—Subordinada, |f(&;)| < n para toda etiqueta & de P, de manera que:

£ .
SUP)| < nu(P) < n =<
Por tanto, |F(P)| < 2¢ y tomando ¢ = § tenemos que si P es una particion £,-
subordinada a ¢ y u(P) < n = 5 entonces
|F(P)| < e.

Esto prueba que F' € ACs en E,, y por tanto, F' € ACGs en E como queriamos probar.
Reciprocamente, supongamos que existe una funcién F' € ACGj en [a, b] tal que F' = f
para casi todo punto en [a, b]. Consideremos

E={z € [a,b] : F'(x) # f(2)}.

Fijemos ¢ > 0 y sea € > 0 por elegir. Para cada = € [a,b]\E, dado que F'(z) = f(z),
podemos fijar dp(x) > 0 tal que

[F(y) = Fx) = f(2)(y — 2)| < ély — ]

siempre que |y — x| < do(z), y € [a,b], aplicando la definicién de derivada en un punto,
como ya hicmos en algin otro momento. Por los Lemas y podemos definir calibres
01 y 09 respectivamente tales que si P es E—subordinada a ; entonces

IS(f,P)| <e (4.2)
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y si P es E—subordinada a 9, entonces
|F(P)| < €. (4.3)

Definimos

o) = min{do(z),d1(x),da(x)}, siz e FE,
o) = {50(x), six ¢ E.

Supongamos que P = {(&, [t;, zi41]),7 = 1, ...,n}. Sea Pg la subparticién etiquetada que
tiene etiquetas en E y llamemos P; = P\Pg. Entonces,
IS(f,P) = F(P)| < |S(f,Pa) = F(Pa)| +|S(f, Pe)| + |F(PE)| -
~ RN S N———

-~

TV
I II IIT

Para estimar I, observamos que

S(f, Pa) — F(Pa)| = oo fE)tin—t)— Y (Ftia) — F(t))

(& [tistit1])EPy (&i,[titir1])EPy

< Z |f(&)(tipr — i) — (F(tipa) — F(t))]

(&is[titir1])EPq

— Z ‘F( ir1) — F(&) — f(&) (i — &)

(&is[titiv1])E€Py
+ F(&) — F(t) — f(&)(& — )
< Bl - F(E) — F(€) b — &)

(&isltstit1])€Pa
+[F(t:) — F(&) + [(&)(& — )] -

Ahora usando que |t;11 — &| < 0(&) v |& — ti] < 0(&) por ser P particién etiquetada
subordinada a ¢

|F(tiv1) — F(&) — f(&)(tin — &) < E(tipa — &)

y
|F(t:) — F'(&) + f(&) (& — )| < &(& —t).
Por tanto,
T< Y ftim—&)+eG—t)=¢ > (tin—t;)<Eb-a)
(&> ltistit1])EPa (&.[tistit1])€Py

Para los términos II y III, se tiene que II < € y III < £, como se deduce de (4.2)) y (4.3)),
respectivamente. Por tanto,

IS(f,P) — F(P)| <&(b—a)+&+&=(b—a+2):

Tomando € = € acabamos de probar que si P es una particion etiquetada subordi-

1
(b—a)+2
nada a 0 entonces, como F(P) = F(b) — F(a), se tiene que

IS(f,P) = (F(b) = F(a))| <[S(f,P) = F(P)| <e.
Esto prueba que f es Henstock integrable en [a,b] y que f; f=F(@b)— F(a). |
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Ejemplo 4.6. En la introduccion mencionamos que la funcion
2cos (& 0<z<1
F(q;):{x (&) r=0
0, T =
es ACGs. Observemos que,

{2xcos (z%) + 27”8111 (%), 0<x<1,

Por el teorema anterior, la funcion f es una funcion integrable en el sentido de Henstock-
Kurzweil. Ademds, se puede comprobar que dicha funcion no es integrable en el sentido
de Lebesgue.

Probar que la funcion F es ACGs no es facil, y una forma relativamente directa es
usando el siguiente teorema, extraido del Teorema 6.22 de [5], sin embargo, la prueba es
algo extensa y se sigue de una serie de resultados.

Teorema 4.7. Sea F : [a,b] - R y sea E C [a,b] un conjunto cerrado. Si F es continua
en E y para cada x € E salvo a lo sumo un conjunto numerable se verifica alguna de las
dos siguientes condiciones

—00 < DyF(z) < DYF(z) < 00 0 —00< D_F(z) <D F(x) < o0
entonces F' es ACGs en E.

Para aplicar el Teorema 4.7 a la funcion

9 s
F(x):{iﬂ cos(;), 0<zx <,

0, z =0,

comenzamos verificando que F' es continua en todo el intervalo [0,1]. Para =z > 0, la
funcién esta definida como composicion de funciones continuas, y en x = 0 se tiene que

|F(x)| = |2* cos (%)‘ < %

lo que implica que lim,_,o F'(z) = 0 = F'(0), de modo que F es continua en todo [0, 1].
Para verificar las condiciones del teorema, analizamos las derivadas superior e inferior
por la derecha. En el intervalo (0, 1], la funcién es derivable y su derivada estd dada por

2
F'(z) = 2z cos (%) + % sin <%> :

la cual estd definida para todo = > 0, por lo que se concluye que D, F(z) = DTF(z) =
F'(x) y, por tanto, son finitas en (0, 1]. En el punto x = 0, se analiza la expresion

F(y)— F(o) Y°cos () ~ yeos (1)
)

y—0 y
la cual esté acotada en valor absoluto por y y tiende a 0 cuando y — 0. Como el supremo
e infimo de esta expresién en intervalos (0,0) también tienden a 0 al hacer 6 — 07, se
concluye que DT F(0) = D, F(0) = 0. Asi, las derivadas superior e inferior por la derecha
existen y son finitas en todo [0, 1].
Dado que [0, 1] es cerrado, F' es continua en él y las condiciones del teorema se verifican
en todos los puntos del intervalo, concluimos que F € ACGs([0,1]).



Apéndice A
Integral de Riemann

La integral de Riemann fue propuesta en 1854 por el mateméatico aleman Bernhard
Riemann, con el objetivo de definir rigurosamente el area de una regién del plano limitada
por la grafica de una funciéon. La idea central consiste en aproximar el area bajo una
curva mediante sumas de areas de rectangulos. Para ello, se divide el intervalo [a,b] en
subintervalos y se evalia la funcién en un punto arbitrario dentro de cada subintervalo. La
suma de las areas de los rectangulos obtenidos da lugar a las llamadas sumas de Riemann.

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Dada una particiéon P = {to,t1,...,t,} de
la,b] con a =ty <t <---<t,=>,y dada una eleccién de puntos &; € [t;_1,;], la suma
de Riemann asociada a f es

S(f,P) = Z FE)t — tia).

Si al refinar la particién, todas estas sumas convergen al mismo valor, se dice que f es
integrable en el sentido de Riemann, y ese valor comtn es la integral de Riemann de f en
la, b].

Aunque la definicion anterior permite aproximar el drea bajo la curva, no proporciona
por si sola una estimacién precisa del error ni una caracterizacion inmediata de la integra-
bilidad. Para mejorar esta idea, en lugar de elegir puntos arbitrarios en los subintervalos,
podemos acotar el valor de la funcién mediante su infimo y supremo en cada subintervalo.
Esta alternativa nos conduce a la formulacion de la integral de Darboux.

Concretamente, sean a,b € R con a < by sea f : [a,b] — R acotada en [a,b] y tal que
f(z) > 0 para todo z € [a, b]. Sea R(f,a,b) dicha regién del plano limitada por las rectas
X =a,X=0Y =0y lagrafica de f, es decir,

R(f,a,0) ={(z,y) e RxR:a<zx<b0<y< f(x)}

Consecuencia de la propiedad de monotonia, el area de la region anterior es facilmente
acotable entre dos rectangulos. El drea de R(f,a,b) debe ser mayor que un rectangulo
contenido en R(f,a,b), y debe ser menor que un rectangulo que contenga R(f,a,b), es
decir:

(b —a)inf f([a,b]) < dreade R(f,a,b) < (b—a)sup f([a,b])

Las desigualdades anteriores nos permiten estimar el area de R(f,a,b), aunque, po-
demos dar una mejor estimacién. Podemos dividir el intervalo [a,b] en n subintervalos
mediante n + 1 puntos ty < t; < --- < t, y acotar el drea de R(f,a,b) por la suma
de las dreas de los rectangulos contenidos en R(f,a,b), por una parte, y por la suma de

o7
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las areas de los rectdngulos que contienen a R(f,a,b), por otra. Es decir, si denotamos
m; = inf f ([t;_1,t:]) vy M; = sup f ([ti_1,t;]), deberia ocurrir que

Zmi . (tl — tifl) S érea de R(f, a, b) S Z Ml . (tz — tifl)
i=1

=1

Estas son las ideas que subyacen sobre la integral de Riemann y Darboux, que vamos
a formalizar a continuacién, y que principalmente ha sido basada en el libro Theories of
Integration: The Integrals of Riemann, Lebesque, Henstock-Kurzweil, and McShane [1].

0.1. Integral de Riemann

Definicién A.1 (Particién de un intervalo). Sia < b, llamaremos particion del intervalo
[a,b] a cualquier conjunto finito ordenado de puntos del intervalo |a,b] que contiene a los
puntos a y b, es decir, P = {tog,t1,...,t,} cona =1ty < t; < -+ <ty =0b. Al conjunto
de todas las particiones del intervalo [a,b] lo denotaremos por P([a,b]) o, si el contexto lo
permite, P.

Definicién A.2 (Intervalo etiquetado y particién etiquetada). Un intervalo etiqueta-
do (&,[c,d]) de I = [a,b] consiste en un intervalo [c,d] C [a,b] y un punto £ € [c,d],
el cual sera denominado como la etiqueta del intervalo. Una particion etiquetada P =
{(&, [ti, tiv1]) : 1 <@ < n} es una coleccion de intervalos etiquetados no superpuestos.

Definicién A.3 (Suma de Riemann). Sea P = {(&;, [t;,ti+1]) : 1 < i < n} una particion
etiquetada del intervalo [a,b] y sea f : I — R. La suma de Riemann asociada de f asociada
aP es:

S(f,P)= Z f (&) (tigr — ti)

Ahora ya estamos en condiciones de definir la integral de Riemann.

Definicién A.4 (Integral de Riemann). Sea f : [ = [a,b] — R, decimos que f tiene como
integral de Riemann en I el numero real L si y solo si para cada € > 0 existe un 6, tal
que si P es cualquier particion etiquetada cumpliendo t; 1 —t; < 0. para todo i =1,....n
entonces

|S<f773)_L| <ée

De existir la integral de f en [a,b] la denotaremos como fabf = L y diremos que f es
Riemann integrable.

Proposicién A.5. Si [ es integrable en el sentido de Riemann en |a,b], entonces el valor
de la integral es unico.

Demostracion. Supongamos que f es integrable en el sentido de Riemann en [a,b] y
que tanto A como B satisfacen la definicién de integrabilidad. Fijemos ¢ > 0 y elijamos
04 y Op correspondientes a A y B, tales que [S(f,P) —A| < 5y [S(f,P)—A4| < 5.
Sea d = min (d4,0p) y supongamos que P es una particién con t;41 — t; < J§ para todo
0 <7 <mn,y por lo tanto menor que d4 y dg. Entonces,

3

9~ ¢

A= B <|A=S(£.P)|+|S(f.P) = Bl < 5 +
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Figura A.1: Comportamiento de la Integral de Riemann frente a la particion etiquetada
escogida

Haciendo ¢ lo suficientemente pequeno, se tiene que A = B. Por lo tanto, el valor de
la integral es tinico. u

La integral de Riemann es adecuada para funciones continuas, o con pocos puntos de
discontinuidad. Sin embargo, no es adecuada para funciones con muchas discontinuidades,
como se muestra en el ejemplo [A.6]

Ejemplo A.6. Sea la funcion de Diritchlet h: [0,1] — R

)1 sizeQnlo,1]
h(x)_{o siz ¢ Qno0,1]

Sea Pr = {(ri, [tistixa]) : 1 < i < n} y Py = {(ri,[ti, tixa]) : 1 < i < n} dos particiones
etiquetadas. En P, consideramos la etiqueta un niumeros racionales de cada subintervalo
y e en P, consideramos la etiqueta un nimeros irracionales. Entonces, las sumas de
Riemann asociadas son:

fS(f,P.) = Z Fr)(tig —t;) = Zo(ti+1 — 1) =0

n n
S(fPy) =) fla)(tiys —t:) =D (tia—t:) =1

i=0 1=0
Asi, sin importar cudn fina sea la particion, siempre podemos encontrar un conjunto de
puntos de modo que la suma de Riemann correspondiente sea igual a 0 y otro conjunto
de modo que la suma de Riemann correspondiente sea igual a 1. Ahora, supongamos que
f fuera integrable en el sentido de Riemann con integral A. Fijemos € < % y elijamos un
0 correspondiente. Si P es cualquier particion con t; 1 —t; < 6 para todo 0 < 1 < n 9,
entonces

1= |f8(f7PlI)_S(f7,Pr>|

Esta contradiccion muestra que f no es integrable en el sentido de Riemann.

Para concluir la seccion, enunciaremos un teorema de propiedades basicas de la integral
de Riemann, que no demostraremos.
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Teorema A.7. Sea f y g funciones integrables Riemann en |a,b]. Entonces,
a) cf es integrable Riemann en [a,b] y fab cf = cfab f, para cada c € R.
b) f+ g es integrable Riemann en [a,b] y fab(f +9) = fabf + f:g
c) Si f < g en casi todo punto de |a,b], entonces fabf < fabg

d) Si f =g en casi todo punto de [a,b], entonces fabf = f:g

0.2. Integral de Riemann-Darboux

Definiciéon A.8 (Suma superior e inferior). Sea f : [a,b] — R acotada. Sea P =
{to,t1,...,tn} una particion del intervalo [a,b]. Para cada i = 1,...,n sean m; y M,
los numeros

M; = M;(f) =sup f ([ti-1, ti])  mi =mi(f) = inf f ([ti1, t])

Llamaremos suma superior de f relativa a la particion P al numero

U(f, P) = ZM (ti —ti1)

Llamaremos suma inferior de f relativa a la particion P al numero

L(f,P)= Zm (ti —ti1)

La particién elegida tiene un papel importante en como es la aproximacion de dicho
area. Debido a esto, surge el concepto de particion mds fina.

Definicién A.9. Sean P y Q dos particiones del intervalo |a,b]. Se dice que Q) es mds
fina que P si P C Q.

El siguiente teorema, que no probaremos relaciona las sumas superiores e inferiores
definidas anteriormente con una particién mas fina que otra.

Teorema A.10. Sea f acotada en |a,b] y sean P y Q particiones de |a,b] con @ mds fina
que P entonces

L(f,P) < L(f,Q) <U(f,Q) <U(f,P)

Teorema A.11. Sea [ acotada en |a,b] y sean Py y Py particiones cualesquiera de [a,b].
Entonces

c(f>P1)§u(faP2)

Demostracion. Sea (Q = P, U P,. Entonces () es més fina que Py y que P, por tanto:

L(f,P)<L(f,Q)<U(f,Q)<U(f P)

[ |
Ahora, usando las sumas superiores e inferiores y tomando particiones lo suficiente-
mente finas estamos en condiciones para introducir la definicién de integral superior e
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integral inferior, las cuales seran la pieza fundamental para definir la integral de una fun-
cion en el sentido de Riemann.

Para ello, sea f : [a,b] — R acotada en [a,b] y sea P([a,b]) el conjunto de todas las
particiones de [a, b]. Consideremos el conjunto

{L(f, P): P eP(a,b])},

que no es vacio pues contiene al nimero (b—a) inf{f(z) : € [a,b]}. Si Q es una particién
de [a, b], del teorema anterior se sigue que

L(f,P)<U(f,Q) paratoda P € P([a,b]),

luego el conjunto {L(f, P) : P € P([a,b])} esta acotado superiormente por U(f, Q). Por
tanto, tiene supremo. Llamaremos integral inferior de f en [a,b] al nimero

/ f = sup{L(f, P): P € Pla,}])}.

Seguin hemos visto, si ) es una particién de [a, b], U(f, Q) es cota superior del conjunto
{L(f,P): P € P(a,b])}, luego

b
/fﬁM(f,Q) para toda @ € P([a,b]).

Tenemos pues que el conjunto {U(f, P) : P € P([a,b])}, que no es vacio, estd acotado
inferiormente por ff f, luego tiene infimo. Llamaremos integral superior de f en [a,b] al
numero o

/ = f{U(f. P): P e P(la,B])}.

Como fabf es una cota inferior del conjunto {U(f, P) : P € P([a,b])}, entonces

[i<[t

Ademas, la definiciéon de integral inferior y de integral superior nos da que si Py @) son
particiones de [a, b], entonces

£(.P) S/Lbf < Zf <UL.Q).

Definicién A.12. Sea f : [a,b] — R acotada. Diremos que f es integrable en el sentido

de Riemann en |a,b] si o
b b
=1

Si f es integrable en |a,b], llamaremos integral de f en [a,b] al nimero

/abf—/ibf—ff-
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Si f es integrable en [a,b] y ademds es f(x) > 0 para todo x € [a,b], llamaremos drea de
R(f,a,b) al nimero fabf

Ejemplo A.13. Probar que fob dr = % considerando particiones en n subintervalos
1quales.

Sea f(x) = x*. Consideremos las particiones de [0,0] P, = {to,....,t,} de manera que
ti—ti1 = % para 0 <1 < n, es decir, una particion reqular de n subintervalos. Dado que
la funcion f es mondtonamente creciente se tendrd que m; = (t;_1)*> y M; = (t;)*. Con lo
anterior se tiene que:

u(f’Pn):ZMi(ti_ti—l)

Andlogamente se obtiene L (f, P,) = %@7 de donde podemos concluir que

4

infU (f, P,) =sup L (f, P,) :bz

lo que concluye la prueba.

Para finalizar con este breve acercamiento a la integral de Riemann, vamos a enunciar
el criterio de integrabilidad de Riemann, que nos asegura que una funcién acotada es
integrable en el sentido de Riemann si existe una particion tal que la diferencia entre la
suma superior e inferior es lo suficientemente pequena.

Teorema A.14 (Criterio de Integrabilidad de Riemann). Sea f : [a,b] — R acotada.
Entonces, f es integrable en [a,b] si, y solo si, para cada € > 0 existe una particion P de
[a,b] tal que

Z/{(f,P)—,C(f,P) <e
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